Prakonditionierung der gekoppelten One-Shot Iteration
bei Discontinuous Galerkin fiir Navier-Stokes

Diplomarbeit

Humboldt-Universitat zu Berlin
Mathematisch-Naturwissenschaftliche Fakultat 11
Institut fur Mathematik

eingereicht von: Max Sagebaum
geb.: am 29.07.1986 in: Berlin
Betreuer: Prof. Dr. Nicolas R. Gauger

Berlin, den 11. Januar 2012

Korrekturen:

07.04.2025 Kapitel 1.6 und 1.4: —u - s” ersetzt durch —s - u” in Abbildung 1.6 und 1.8 sowie
in den Herleitungen.






Ich mo6chte mich bei allen Menschen bedanken,
die mich bei dieser Arbeit
und
meinem bisherigem Lebensweg
unterstiitzt haben.

Besonders mochte ich mich bei
Herrn Ortwin Fromm

bedanken.






Inhaltsverzeichnis

0. Einleitung

1. Automatisches Differenzieren
1.1. Voraussetzungen . . . . . . . . . . . ...
1.2. Der Vorwértsmodus des Automatischen Differenzierens . . . . . . . .
1.3. Der Rickwirtsmodus des Automatischen Differenzierens . . . . . . .
1.4. Lineare Gleichungssysteme, Iterationen und das Newtonverfahren . . .
1.5. Der Vektormodus . . . . . . . .. . . ... ... ...
1.6. Hohere Ableitungen . . . . . . . . .. ... L

2. Discontinuous Galerkin

2.1.
2.2.
2.3.
2.4.
2.5.

Problemstellung . . . . . . . . . . . ...
Beispiel 1 - Die lineare Advektionsgleichung . . . . . . .. ... . ..
Beispiel 2 - Die Poission Gleichung . . . . . ... .. ... ......
Die kompressiblen Navier Stokes Gleichungen . . . . . . .. ... ..
Implementation und Ableitung von DG Verfahren . . . . . . . . . ..

3. One Shot Optimierung

3.1.
3.2.
3.3.
3.4.

Das One Shot Verfahren . . . . . . .. ... ... ... .. ......
Die erweiterte Lagrangefunktion . . . . . . . ... ... ... ... ..
Der Prakonditionierer B . . . . . . . . .. ... o
Berechnung des Prakonditionierers . . . . . . . . ... .. ... ...

4. Differentiation von Padge

4.1.
4.2.
4.3.
4.4.
4.5.
4.6.
4.7.
4.8.

Struktur von Padge . . . . . . . . ... o
Das AD Tool DCO . . . . . . . . ... .. .
Moglichkeiten fiir die Ableitung . . . . . . . . .. ... ... ... ..
Die Differentiation von deal. Il . . . . . . . ... ... ... ... ...
Grundlegende Anderungen in Padge . . . ... ... .........
Differenzieren von Sacado in Padge . . . . . . . ... ... ... ...
Differenzieren von PETSc in Padge . . . . . . . . ... ... ... ..
Abschluss . . . . . ..

5. Verifikation des differenzierten Codes

5.1.
5.2.
5.3.

Moglichkeiten der Verifikation . . . . . . . . . ... ... . ...
deal. I . . . . . . o
Padge . . . . . . . .

11
12
15
21
26
31
32

37
38
44
45
46
47

51
51
54
56
60

63
63
65
65
67
70
70
71
74

77
77
78
81



Inhaltsverzeichnis

6. Berechnung des Prakonditionierers in Padge
7. Zusammenfassung und Ausblick

A. Anhang

87

95

97



Abbildungsverzeichnis

1.1.
1.2.
1.3.
1.4.
1.5.
1.6.
1.7.

1.8.

4.1.
4.2.

4.3.
4.4.
4.5.
4.6.

5.1.
5.2.
5.3.
5.4.
5.9.
5.6.
5.7.

6.1.
6.2.

AD Vorwartsmodus . . . . . .. ...
AD Vorwiartsmodus fiir ausgewéhlte Operationen . . . . . . . . .. ..
AD Rickwértsmodus . . . . .. .. ...
AD Riickwértsmodus fiir ausgewdhlte Operationen . . . . . . . . . ..
AD Vorwartsmodus fiir das Losen eines linearen Gleichungssystems . .
AD Riickwéartsmodus fiir das Losen eines linearen Gleichungssystems .

Anweisungen fiir die Ableitung des Newton Schritts als Elementarope-

ration . . ... L

AD Riickwértsvorwartsmodus fiir ein lineares Gleichungssystem . . .

Sacado Makro fiir die Definition der Basistypen (Version 9.0.8)
Definitionen der Matrizen und Vektoren fiir verschiedene Compiler-

optionen von Padge . . . . . . . ... o o
Berechnung des Residuums in Padge . . . . . . .. ... ... .. ...
Berechnung des Residuums im differenzierten Padge . . . . . . . . ..
Durchfiihrung des Newtonschrits in Padge . . . . . . . ... ... ...
Durchfiihrung des Newtonschrits im differenzierten Padge . . . . . . .

Fehler der Finiten Differenzen fiir die Testfunktion . . . . . .. .. ..
Finiten Differenzen gegen AD Vorwérts und Riickwarts fiir deal. IT . . .
FD gegen AD fiir das Residuum nach y in Padge . . . . . . ... ...
FD gegen AD fiir das Residuum nach z in Padge . . . . . .. ... ..
FD gegen AD fiir die Jakobimatrix nach y in Padge . . . . . . . . . ..
FD gegen AD fiir die Jakobimatrix nach y in Padge . . . . . . . . . ..
FD gegen AD fiir den Wiederstandsbeiwert in Padge . . . . . . . . ..

Funktion fiir die Berechnung des verschobenen Lagrangeterms in Padge
Berechnung einer Ableitung mit DCO . . . . .. . ... ... ... ..

31
35

71

72
74
75
75
76

79
80
83
83
84
84
85






0. Einleitung

Die Arbeit wird im Rahmen des DGHPOPT Projekts geschrieben. Das Ziel des Teil-
projekts an der RWTH Aachen ist die Implementierung einer One-Shot Methode, die
wahrend der Berechnung eine Adaption des Gitters durchfiihrt.

Das Ziel dieser Arbeit ist es den Priakonditionierer, den wir fiir die Konvergenz in
einem One-Shot Verfahren benétigen, zu berechnen. Der Code, in dem das One-Shot
Verfahren aufgebaut werden soll, ist der Padge Code vom DLR Braunschweig.

Der Préakonditionierer setzt sich aus den einzelnen Komponenten in der One-Shot
Iteration zusammen. Die Komponenten beschreiben die Updates im Primalen, im
Adjungierten und im Design. Die Updates fiir diese drei Komponenten enthalten Ab-
leitungen beziiglich der Design- und der Zustandsvariablen, die auch fiir den Priakon-
ditionierer eine Rolle spielen. Fiir die Berechnung des Prékonditionierers muss man
die Ableitung der zu Grunde liegenden Gleichungen des Verfahrens im Padge Code
beschaffen.

Der Padge Code ist ein Stromungsloser fiir die kompressiblen Navier-Stokes-Glei-
chungen, der diese Gleichungen mit einem diskontinuierlichen Galerkin Verfahren 16st.
Die Berechnung von Ableitungen ist im Page Code nicht vorgesehen. Um den Pra-
konditionierer zu erhalten, miissen wir den Code so umschreiben, dass er auch Ablei-
tungen berechnen kann. Die Ableitungen sollen mit einem Tool zum Automatischen
Differenzieren bereitgestellt werden.

Bisher wurde das One-Shot Verfahren nur fiir Finite Volumen Methoden implemen-
tiert. Bei diesen Methoden ist eine Adaption des Gitters nur schwer méglich. Fiir die
diskontinuierlichen Galerkin Verfahren hat man eine sehr gute Grundlage, eine Ad-
aption des Gitters basierend auf der Adjungierten fiir ein bestimmtes Zielfunktional
herzuleiten.

In der Arbeit werden deshalb die Gebiete des Automatischen Differenzierens, der
diskontinuierlichen Galerkin Verfahren und der One-Shot Optimierung behandelt.
Die ersten 3 Kapitel beschreiben eine Einfiihrung in diese Gebiete und geben eine
Ubersicht fiir die mathematiche Herangehensweise. Dabei beschreiben wir aber alle
Grundlagen, die wir fiir die Berechnung des Prékonditionierers brauchen.

Kapitel 4 beschreibt den Aufbau des Padge Codes und die Schritte fiir die Be-
reitstellung des Prikonditionierers. Das Kapitel enthilt auch eine Ubersicht iiber die
Funktionen und die Funktionalitit des Padge Codes, die fiir den Prakonditionierer
bendtigt werden.

Im letztem beiden Kapitel werden die Ergebnisse und die Validierungen fiir die
Ableitung des Padge Codes prasentiert. Hier werden wir auch die Implementierung
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fiir die Berechnung des Prékonditionierers beschreiben.
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1. Automatisches Differenzieren

In vielen mathematischen Problemstellungen und Losungsansétzen in der Numerik
sowie in der Optimierung werden die Ableitungen von Funktionen benétigt. Die Ab-
leitung einer Funktion kann man auf verschiedene Art und Weise beschaffen.

Die traditionelle Variante ist das herleiten der Ableitung auf Basis der Funktions-
formel. Dadurch berechnet man die exakte Ableitung in Maschinengenauigkeit. Aber
der Ausdruck fiir die Ableitung kann selbst bei einfachen Formeln sehr schnell zu einer
Grofse anwachsen, die man nicht mehr handhaben kann. Nachdem man den Ausdruck
flir die Ableitung hergeleitet hat, fehlt noch die Implementation der Formel fiir die
Ableitung in einer Umgebung oder Programmiersprache, sodass man diese Ableitung
in seinen Berechnungen verwenden kann. Der dadurch entstandene Aufwand und die
bendtigte Zeit sind meist sehr groff und werden nur deshalb betrieben weil bessere
Alternativen fehlen.

Die einfachste Alternative zum direkten Herleiten der Ableitung sind die Finiten
Differenzen. Die Finiten Differenzen werden berechnet, indem man die Funktion an
zwei Punkten auswertet und durch den Abstand der beiden Punkte teilt. In der Theo-
rie kann man dadurch die Ableitung in einer beliebigen Genauigkeit approximieren.
Auf dem Rechner ist der Abstand zwischen den Punkten nicht beliebig klein wéhlbar.
Der Fehler durch die Ausléschung stort die Finite Differenz immer mehr je kleiner der
Abstand wird. Durch einen zu grofen Abstand der beiden Punkte wird der Fehler auch
immer grofser. Fiir eine optimale Genauigkeit der Finiten Differenzen muss ein opti-
maler Abstand der zwei Punkte gefunden werden. Dieses Optimum ist von Funktion
zu Funktion unterschiedlich und kann auch je nach Anordnung der Punkte variieren.
Dafiir lassen sich die Finiten Differenzen nahezu ohne weiteren Aufwand implemen-
tieren, wenn man die Funktion schon in einem Code vorliegen hat. Die Genauigkeit
der Ableitung ist bei den Finiten Differenzen nicht so gut wie bei der analytischen
Ableitung.

Als dritten Weg mdochten wir in diesem Kapitel das Automatische Differenzieren
(AD) herleiten. Hier verindert man das Programm so, dass beim Durchlaufen des
Codes die Ableitung in eine Richtung automatisch mit berechnet wird. Diese Ablei-
tung ist die exakte Ableitung der Funktion in Maschinengenauigkeit. Der Aufwand
fiir das Einbringen von AD in den Code ist je nach Code unterschiedlich. Es kommt
hauptsachlich darauf an, wie stark der Typ, der fiir die Berechnungen benutzt wird,
abstrahiert ist. In C++ kann er als Templateparameter, Typendefinition oder als Basi-
styp wie double gegeben sein. Bei einem Templateparameter und der Typendefinition
sollte es reichen diese zu dndern. Wenn ein Basistyp im Code benutzt wird, muss
man den Code umschreiben. Wie man das am besten macht, ist dem Programmierer
iiberlassen. Wenn man den Code auf eine der gerade genannten Arten differenziert
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1. Automatisches Differenzieren

hat, ergibt sich der Vorteil, dass man diese Arbeit nicht wiederholen muss. Jede Er-
weiterung das Codes wird automatisch mit in die Differenziation einbezogen, wenn
man sich an die Regeln fiir das Verwenden eines AD Tools hélt.

Mit AD ergibt sich die Moglichkeit, fiir einen Code die exakte Ableitung in Ma-
schinengenauigkeit zu berechnen. Der damit verbundene Aufwand ist sehr gering.
Der Aufwand kann einmalig sehr hoch sein, wenn man keine Moglichkeit hat, den
Rechentypen umzudefinieren.

Fiir die Herleitung werden zuerst einige Definitionen gegeben, mit denen wir den
Vorwértsmodus von AD herleiten. Danach wird der Riickwéartsmodus eingefithrt. Zum
Abschluss wird auf Besonderheiten eingegangen, die wir fiir den Padge Code benéti-
gen. In dem gesamten Kapitel iiber das Automatische Differenzieren halte ich mich
an das Buch [4] von A. Griewank und A. Walther.

1.1. Voraussetzungen
Die folgenden Definitionen stammen aus dem Konigsberger [9].

Definition 1.1 (Richtungsableitung)
Es sei f = (f1, fo, .oy fm) : U C R™ — R™ eine differenzierbare Funktion. Dann
ist die Richtungsableitung von f in Richtung d € R™ an der Stelle z9 € R"
definiert durch

of o fleo+h-d)— f(zo)
q o) = iy h '

Definition 1.2 (Partielle Ableitung)
Es sei f = (f1, f2,.-, fm) : U C R™ — R™ eine differenzierbare Funktion. Dann
sind die partielle Ableitung an der Stelle £y € R™ gegeben durch die Rich-
tungsableitung in die Richtung e; € R"™. ¢; ist fiir alle ¢ = 1...n definiert durch
leil; = 65,7 = 1...n. Wir erhalten

0 9 heep) -
oL (w0) = p-(a0) = Jimy fath:e) = flao

Definition 1.3 (Gradient)
Es sei f : U C R — R eine differenzierbare Funktion. Der Gradient von f an
der Stelle zyp € R™ ist der Vektor der partiellen Ableitungen von f.

L (o)
Vf(xo) := gradf(xg) = :

0
83:]; (‘TO)

Definition 1.4 (Jacobi Matrix)
Es sei f = (f1,f2y.s fn) : U C R®™ — R™ eine differenzierbare Funktion. Die

12



1.1. Voraussetzungen

Jacobi Matrix von f an der Stelle g € R™ ist durch die partiellen Ableitungen
von f definiert.

P 0 )
Tﬁ(ﬂﬁo) Tg(l’o) E 7891;11 (wo)
P o )
o) df aT{i(xo) Tg(fﬂo) faf:i (o)
ro) i—m 5 =
dzx
G (x0) Gm(wo) - G (o)

Fiir eine reelle Funktion f : U C R™ — R gilt folgende Beziehung zwischen Jacobi-

Matrix und Gradient
Vi(z) = i T(UC)
 dx '

Definition 1.5 (Kettenregel)
Es seien X C R",)Y Cc R™, Z C RF offen. Sei f: X = Y und g : Y — Z zwei
reelle Funktionen, dann kénnen wir fiir die Funktion h := g o f die Ableitung an
der Stelle z € X als die Kettenregel

W(x)=(go f)(z)=g'(f(x)) f(z)
definieren.

Damit haben wir die grundlegenden Begriffe fiir die Ableitungen einer Funktion
eingefiihrt. Nun gehen wir auf den Begriff der Differentialform oder kurz 1-Form ein.
Diese Begriffe werden dann fiir den Spezialfall einer reellen Funktion erklért und

genauer definiert.

Definition 1.6 (Differentialform)
Unter einer Differentialform versteht man eine Abbildung

w:U CR" — LR",R™),
die jedem z € U eine lineare Abbildung w(x) : R™ — R™ zuordnet.

Fiir eine Funktion f = (f1, fo, ..., fn) : U C R™ — R™ kénnen wir eine Differen-
tialform bilden indem wir die Jacobi-Matrix als lineare Abbildung heranziehen. Wir
erhalten dadurch die Differentialform

%(w) :R*" - R™

h— %(:ﬁ)h .

Wenn wir fiir die Koordinatenfunktionen &; : R” — R, &;(x) = z; fir ¢ = 1...n die
Differentialform bilden, bekommen wir die linearen Abbildungen

dz;(x)h = diilff)h =h; . (1.1)
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1. Automatisches Differenzieren

Sei nun w eine beliebige 1-Form auf einer Menge U mit w(z) : R™ — R™. Diese 1-Form
kénnen wir an jeder Stelle z € U in die Richtung der Standardbasis ey, ea, ..., e, € R”
auswerten. Dadurch erhalten wir die Funktionen

a; : U —R™ i=1..n

x = w(z)e; .

Den Ausdruck w(z)h konnen wir mit der Liniaritdt von w(z) und der Identitét
dé;(x)h = h; in Abhéngigkeit der Koordinatenfunktionen darstellen. Durch die Um-
formung

w(x)h = Z x)e; - h; —Zal - h; —Zaz -~ d&;(x

=1
n

= Z ai(z) - dz;(z)h

i=1

erhalten wir eine Darstellung in den a;’s. Die Kurzschreibweise fiir diese Darstellung
lautet

w=aydzy + ... + apdz, (1.2)
oder
dl’l
w=A-dr mit A= (ay,a,..,ay,) und do = | . (1.3)
dz,
Die Funktionen aq, ..., a, heifsen Koeffizienten der 1-Form w beziiglich dx1, ..., dx,.

Mit dieser Darstellung konnen wir nun die Differentialform einer reellen Funktion
besser definieren.

Satz 1.7 (Differentialform einer reellen Funktion)
Es sei f = (f1,f2,-, fm) : U C R" — R™ eine differenzierbare Funktion. Die
1-Form df hat beziiglich dz1, ..., dx, die Koeffizienten a; = % und damit die Dar-
stellung

of of
df = (%cld 1t &rndxn
oder
df
df = da:

Beweis. Wir definieren wie oben zu f die 1-Form w(z)h := %(1‘)}1 fiir alle Punkte
reX.

Durch die Definition von a; erhalten wir a;(z) = w(r)e; = - (v)e; = g—afi fiir alle
t=1.n. O

14



1.2. Der Vorwartsmodus des Automatischen Differenzierens

Mit der in Satz 1.7 definierten 1-Form einer reellen Funktion, haben wir eine gute
Handhabe, wie wir die lineare Funktion in jedem Punkt z von einer Menge U dar-
stellen kdnnen. Die 1-Formen dxq, ..., dx, geben uns die Mdoglichkeit, das Differential
in eine Richtung h auszuwerten. Diese Auswertung ist, wie in (1.1) definiert, nur die
Abbildung auf die i-te Koordinate von h. Eine noch zu klérende Frage ist, wie sich
die Differentiale zweier Funktionen verhalten, die wir miteinander verkniipfen.

Satz 1.8 (Kettenregel fiir Differentialformen)
Es seien X C R")Y C R™, Z C R* offen. Sei f : X = Y,g:Y — Z zwei reelle
Funktionen, dann kénnen wir fir die Funktion a :== go f das Differential wie folgt
definieren:

reX da(x) = dg(f(x)) o df (x)

Beweis. Wir definieren wie oben zu a die 1-Form da := %Cll‘ fiir alle Punkte z € X.
Mit der Definition der Kettenregel fiir reelle Funktionen bekommen wir

da(e) = 5 (F(a)) 4 (a)da

Wenn wir die Differentialform dg = Z—gdy an der Stelle f(z) auswerten erhalten wir

die lineare Abbildung dg(f(x)) = Z—g( f(z))dy. dy ist dabei die Identitét von einem

Vektor h € R™. Wir erhalten also dy(h) = h. Dadurch gilt dy(df (z)(h')) = g—fdx(h’)

xT

mit A’ € R™ und dem Differential df = d—éda:. Jetzt konnen wir die Ersetzung

da(w)(1) = S (@) T (a)da(h)

= @)yl )(b)
= dg(f(z)) odf(z)(h)  mit h € R" bel.
vornehmen. Damit haben wir die Identitat
da(z) = dg(f(z)) o df(x)  firz € X
gezeigt. 0

In dem Beweis haben wir die Identitét dy(df(z)(h')) = %dm(h’ ) verwendet. Da
diese Gleichung fiir alle b’ € R™ gilt, konnen wir auch dy = %dw schreiben.

1.2. Der Vorwartsmodus des Automatischen

Differenzierens

Um ein Programm oder einen Code differenzieren zu kénnen, miissen wir zuerst be-
schreiben wie wir das Programm mathematisch darstellen wollen. Angenommen das
Programm berechnet eine Funktion f: X C R” — Y C R™. Dann haben wir in dem

15



1. Automatisches Differenzieren

Programm gegebene Eingabewerte x aus der Menge X, die Ausgabewerte y in der
Menge Y und alle Zwischenwerte u in einer Menge U. Die Zwischenwerte entstehen
bei der Berechnung von y aus den Eingabewerten z. Fiir die Zwischenwerte v und
den Ausgabewerte y nehmen wir an, dass sie durch Elementaroperationen ¢ berechnet
werden. Wir definieren nun zuerst den Raum der Programmauswertung.

Definition 1.9 (Programmraum)
X, Y und U werden definiert als:

e X C R™ ist der Raum der Eingabewerte.
e Y C R™ ist der Raum der Ausgabewerte.
e U C R! ist der Raum der Zwischenwerte.

Dann ist
Vi=XxUxY CR" x R x R™ = RrHit+m

der Raum der Programmauswertung. Den Vektor v € V' werden wir zum Teil in
den Komponenten v = (x, u,y) schreiben.

Mit der Definition des Programmraumes kann man nun die Elementaroperationen
eines Programms naher beschreiben.

Definition 1.10 (Elementarabbildung, Elementaroperation)
Eine Elementarabbildung ist eine Funktion ®; : V' — V mit k € {1,...,[ + m}.
Diese Elementarabbildung ist definiert durch

q)k(’l)) = (Uly ey Uny Un41y ooy Untk—1, ¢k(7)17 ey Uny Un4-1y +ooy Untk—1, 07 07 ceey 0)70) 70)

Zu der Elementarabbildung gehort die Elementaroperation ¢ : V' — R, diese
héngt nur von den ersten n + k£ — 1 Element von V' ab.

Fiir unsere Funktion f benétigen wir noch die Einbettung von X in V

I, X—>V

x> (2,0,0)T
und die Projektion von V nach Y

Py: VoY

(m7u’ y)T = y *

Damit kénnen wir nun im mathematischen Sinne die Funktion f definieren, die von
unserem Programm ausgewertet wird.

16



1.2. Der Vorwartsmodus des Automatischen Differenzierens

Definition 1.11 (Programmfunktion)
Es seien 2 € X die Eingabewerte des Programmes, y € Y die Ausgabewerte. Das
Programm besteht aus k € N Elementaroperationen, die die Funktion f: X — Y
berechnen.
Dann sagen wir f ist die Programmfunktion wenn die Gleichung

f(x) =PyodProdp_j0..0Py0P; 0l (x)
gilt.

Durch die Programmfunktion haben wir nun die Moglichkeit, ein Programm in
einem mathematischen Kontext zu betrachten. Die spannende Frage lautet: Kénnen
wir df berechnen und wie sieht df aus? Dazu miissen wir noch eine entscheidende
Annahme treffen.

Annahme 1.12 (Differenzierbarkeit)
Die Elementaroperationen ¢; : V- — V sind bis zu einem gewissen Grad d diffe-
renzierbar.

Mit dieser Annahme hat sich die Frage nach der Berechenbarkeit von f eriibrigt.
Durch die Differenzierbarkeit von ¢; sind die ®; auch d-mal differenzierbar. Die Ket-
tenregel besagt, dass die Verkniipfung von differenzierbaren Funktionen auch diffe-
renzierbar ist. Wir wissen also, dass f eine differenzierbare Funktion ist und kénnen
df bilden. Dazu benodtigen wir die Differentiale dI,, dP, und d®;.

x
Fiir I(z) = | 0 | erhalten wir:
0
I
dlx:%daz: 0| dx .
dx
0
Fiir Py(x,u,y) = y erhalten wir:
dP,
dPy:d—Uydv: (00 I)dv.

Fiir die Elementarabbildung ®; und die dazugehorige Elementaroperation ¢; bilden
wir fir @;(v) = (U1, .o, Un, Unt1y ooy Untie1, @i (V1 ooy Uny Unt 1y oory Unti—1, 0, ..., 0), 0, ..., 0)
zuerst die Jacobi-Matrix der einzelnen Komponenten. Dabei bezeichnen wir mit

Dij(v) := (i(v));-

e Seij < i+ n,dann ist ®;;(v) = v; und somit

17



1. Automatisches Differenzieren

e Seij > 1+ n, dann ist ®;;(v) = 0 und somit

d(I)ij
—= =(0,...,0) .
dv (0,..,0)

e Seii+ n = j, dann ist ®;;(v) = ¢;(v) und somit

d;;  do; [ 0 0¢;
dv  dv |\ Ov’ 7 Oui_y =~
j

Das Differential von ®; konnen wir nun schreiben als:

I 00
dv = % 0 0)dv.
0O 00

d®;

d®; =
dv

Zuerst wollen wir die Verkettung von zwei Elementarabbildungen betrachten. Sei
dazu ®1 : V — V und &5 : V — V zwei Elementarabbildungen. Diese werten wir
an der Stelle v € V aus. Wir erhalten dadurch w := ®;(v), u := ®2(w) und die
Verkniipfung u = ®9(®;(v)). Die entsprechenden Differenziale lauten

o dw = d®;(v)dv = L1y
o du = ds(w)dw = 24y
o du=d®;(P1(v))d®idv = %%dv

Wir sehen nun aufgrund der Kettenregel, dass es egal ist, ob wir die Jacobi-Matrix
von ®5 o ®; auswerten oder die Jacobi-Matrizen d®; und d®, einzeln auswerten. Fiir
die Auswertung der Funktion und der Ableitung ergibt sich spéter eine sehr effiziente
Darstellung. Wenn wir das Differential von f bilden erhalten wir die Formel

_df _dPjo®po®p_jo---0Py0Pi0l,

dy(z) =df (x) = o (z)dx . (z)dx
I
dPyo®po®Pp 10---0Py0d
= Cy OOk TR OO O P (Ly(w) | 0] da
dv
0
dPyo®po®p_10---0Py ddq I
=Y (P10 (z))—(Ix(z)) [ 0] dx
dv dv 0
AP, d®,, 4D I
f— 7y7 .. . . 71
=— (Pp_10--0®yol(x))-... » (I:(2)) 8 dz .
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1.2. Der Vorwartsmodus des Automatischen Differenzierens

Diese Auswertung kénnen wir als Iteration schreiben
dl,

vy = Ilz(v) dviy = E(m)dm
d®,q

vay = Pilve) dvay = — = (v(0)dv)
dd

ve) = Pa2(v) dvgy) = —(v)dvg

(1.4)

d®;

vey = Pilvgon) dvgy = — = (V6-1))dvi-1)
dd

vy = Pu(v-1)) dvogy = divk(v(k—l))dv(kz—l)
dP,

y = Py(v(k)) dy = T;dv(k)

Die v(; sind Vektoren in V und die dv(; sind 1-Formen in L(R™HHm Retrm) Iy
dieser Auflistung sehen wir, dass alle Jacobi-Matrizen der Elementarabbildungen ein-
zeln ausgewertet werden. Wir brauchen nicht die Verkniipfung aller Jacobi-Matrizen
zu berechnen sondern nur die Verkniipfung mit einem Vektor.

Als ein kleines Beispiel wollen wir den Einheitsvektor e; und f als eine reellwertige
Funktion wéhlen. Wenn wir nun die 1-Form dz in die Richtung e; auswerten, erhalten
wir dz = e;. Die Kettenregel besagt, dass wir durch die Berechnung der Vektoren v(;

und dv(;) den Ausdruck dy = %el berechnen. Da wir fiir f angenommen haben, dass

die Funktion reellwertig ist, erhalten wir nach der Definition von %
df T of
d = = —
y=_e Vi(x) e Py

also die Ableitung von f nach der ersten Variablen.

Mathematisch sind das Ergebnis des Beispiels und die Auflistung der Kettenregel als
[teration nichts Weltbewegendes. Durch eine andere Interpretation dieser Ergebnisse
erhalten wir aber den entscheidenden Sprung zum Automatischen Differenzieren und
damit ein neues und sehr méchtiges Tool in der Numerik.

Wenn wir auf einen Rechner schauen, der dieses Programm auswertet, erhalten wir
eine Vorschrift, wie wir die Anweisungen fiir die Ableitung zu einer normalen Anwei-
sung dazu schreiben. In einem Programm werden wir aber nicht die Auswertungen
der Elementarabbildungen vorfinden, sondern die Auswertungen der Elementarope-
rationen. Das Programm wird auch nicht nach jeder Elementaroperation einen neuen
Vektor v(;) erzeugen, sondern auf den bestehenden Variablen arbeiten und dabei eine
neue Variable setzen.

Dadurch kénnen wir den Ablauf in einem Programm kiirzer als in der Iteration
fiir die Kettenregel beschreiben. Auf dem Rechner kann man nicht mit den 1-Formen
rechnen, deshalb miissen wir eine Ersetzung vornehmen.
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1. Automatisches Differenzieren

Funktion | Normale Anweisung AD Anweisung
Input: I.(z) v, =x;,Vi=1...n v = &, Vi=1..n
. 0¢1 . 01 .
D1(v) | vpg1 = P1(v) Upa1 = ﬂm + ..+ ﬂvn
5o, %5
Po(v) | Vg2 = P2(v) Upto = 87}?131 + .+ le@n—‘rl
. 0P; . 0p; .
®i(v) | vnti = ¢i(v) Un+i = 82?1}1 + o+ avnlevn-‘ri—l
. 09y . 09y
) - = Pkt B
kW) | Vnik = on(v) Unih = 5 0L+t Doy
Output: | Py(v) |¥i = U—mti, Vi =1..m | ¥ = Ui, Vi = 1..m

Abbildung 1.1.: AD Vorwértsmodus

Sei & € R™ eine beliebige Richtung, in die wir unser Programm ableiten wollen.
Dazu ist

¢(z) = x € R"die Koordinatenabildung in x und
dx(h) = h € R"das Differential der Koordinatenabildung.

Fiir die Richtung & erhalten wir dz (&) = &. Damit kénnen wir die Umwandlung eines
Differentials in die AD Vorwartsform definieren.

Definition 1.13 (AD Vorwértsform eines Differentials)
Es sei ¢ : X C R" — R™ eine differenzierbare Funktion, z € X und & € R"™.
Dann ist die Auswertung des Differentials d¢ von ¢ an der Stelle x in die Richtung
2 die Richtungsableitung von ¢ an der Stelle  in Richtung &. Wir definieren gy

als
d d
o= dy(i) = dol@) = Lan(i) = i,

wobei ¢ von x abhéngt.

In Abbildung 1.1 ist der Vorwértslauf des Automatischen Differenzierens auf Ba-
sis der Iteration der Kettenregel in (1.4) beschrieben. In einem Programm werden
zuerst die Eingabewerte gesetzt. Beim Durchlaufen der Operationen wird zu jeder
Operation die Abgeleitete ausgefithrt und zum Schluss werden die Ausgabewerte zu-
riickgegeben. Als Riickgabe erhalten wir die Auswertung der Funktion an der Stelle x
und die Richtungsableitung der Funktion in Richtung &. Die Ableitung wird bei einem
Vorwiartsdurchlauf des Programms gebildet, daher nennen wir diesen AD-Modus den
Vorwartsmodus. Dieses Ergebnis halten wir in einem Satz fest.

20



1.3. Der Riickwartsmodus des Automatischen Differenzierens

Elementaroperation | Vorwartsauswertung AD
u=v+w U=v-+w
U=70V*W U=w-04+v-w
1 . 1
U= — U=——75" 0
v .
u = sin(v) = cos(v) - ¥
u=e" u=e"-v
1
u = In(v) U=—-0
v
u = vP U =poP~t. 9

Abbildung 1.2.: AD Vorwértsmodus fiir ausgewahlte Operationen

Satz 1.14 (AD Vorwértsmodus)
Es sei ein Programm durch k € N Elementaroperation ¢; : V. — Vmit i = 1...k ge-
geben. Es seien x € X die Fingabewerte und & € R™ eine Richtung. Dann erhalten
wir durch den in Abbildung 1.1 definierten Ablauf des Programmes die Richtungs-
ableitung in die Richtung & an der Stelle x.
Fulls das Programm fiir eine Funktion f: X C R™ — R™ steht, erhalten wir mit

o

= (2)

die Richtungsableitung von f in Richtung .

Beweis. Wenn wir uns jede Zeile in der Iteration fiir die Kettenregel in 1.4 anschauen,
brauchen wir nur die Elementaroperation fiir jede Elementarabbildung ausfiihren.
Dadurch erhalten wir die entsprechende Zeile in Abbildung 1.1. O

In Abbildung 1.2 sind die Vorwértsauswertungen fiir ein einige ausgewéhlte Ope-
rationen beschrieben.

1.3. Der Rickwartsmodus des Automatischen
Differenzierens

Sei f: X C R® — R™ dieselbe Funktion, wie wir sie im Vorwéartsmodus betrachtet
haben, das heifst f ist durch f(z) = Pyjo®jo0...0®P; 0 [,(x) beschrieben. Fiir den Vor-
wartsmodus haben wir die Gleichung y = %(x)a‘v bekommen. Um den Riickwéartsmo-
dus herzuleiten, benétigen wir einen Vektor g € R™ und die Standard-Skalarprodukte
(-,-)y und (-, ) im R™ bzw. R™. Wir betrachten jetzt die Gleichung

. _df . aT . . _ om
<ya y>y = <ya £x>y = <£ y,l’>x fur alle Y eR

Durch das Heriiberschieben von % auf die linke Seite erhalten wir das Skalarpro-
dukt in R™. Die Richtung & ist in einem Programmdurchlauf fixiert, man kann die
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1. Automatisches Differenzieren

Richtung aber ohne eine Beschriankung wihlen. Daraus folgt, dass die Gleichung

d T

fiir alle £ € R™ gelten muss. Wir kénnen also £ € R"™ durch

d T
z = é ] (1.5)

definieren. Was sagt & aus?

Wenn wir zum Beispiel m = 1 annehmen, erhalten wir £ = V fy. Fiir § = 1 erhalten
wir den Gradient von f. Im Kapitel zum Vorwértsmodus brauchten wir im gleichen
Beispiel n Durchldufe, um den gesamten Gradienten zu berechnen.

Was bedeutet (1.5) fiir die Jacobi-Matrix von f und im Besonderen fiir die Elementar-
abbildungen ®;7 Wenn wir die Stelle der Auswertung weglassen, erhalten wir fiir die

Jacobi-Matrix von f
df _dpPy, @4 &, dl,

de ~ dv dv " dv dx
Daraus ergibt sich fiir die Transponierte

A R
de  dx dv 7 dv dv

Die Jacobi-Verkniipfungen werden also riickwérts durchlaufen. Daher bezeichnet man
diese Methode der Auswertung auch als Riickwértsmodus. Doch eine Jacobi-Matrix
zu transponieren, ist erstmal nichts Neues. Wir miissen uns noch anschauen, was die
Transponierte fiir die Elementarabbildungen ®;, die Einbettung I, und die Projektion
P, bedeuten.

x
Fiir I,(z) = | 0 | erhalten wir:
0
1 T
dlr. dlr.
—~ =10 daraus folgt —= = (I 0 0) .
dx 0 dx
Fir Py(x,u,y) = y erhalten wir:
0
dP, ap,”
—¥ = (0 0 I) daraus folgt —2 =10
dv dv I

Durch das Transponieren vertauschen die Jacobimatrizen der Einbettung und der
Projektion ihre Rollen.
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1.3. Der Riickwartsmodus des Automatischen Differenzierens

Fiir die Elementarabbildung ®; und die dazugehorige Elementaroperation ¢; erhal-
ten wir wie im Abschnitt zum Vorwértsmodus:

(00
—=1=% 0 0
dv dv
0 00
Durch Transponieren ergibt sich
as; T 1 2 o
i 0o 0 0
o 0 0

Wie man sieht, steht in der ersten Zeile der Matrix die Identitdt und die Jacobi-
Matrix der Elementarabbildung. Fiir die j-te Komponente mit 5 < ¢+n des Produktes

v = q)iTT) ergibt sich
dv ) a(b
_ _ i
W; = V5 + 7—;
J J 8’1)]'
Die Auswertung von % kann man wieder in einer Rekursion schreiben, wobei wir

zuerst die Funktion vorwarts auswerten und danach die Jacobi-Matrizen riickwérts.
U(O) = I:v (JJ)

V(1) D1 (v(p))
vy = Pa2(va))

vey = Pilveony)

vy = Pr(ve-1))
= Py(v(lc)) .

) dP,

W= Gy

_ dd, T _

Ue-1) = g (We-1)00 (1.6)

_ de; T _

Uy =y (a-1)0)
_ d®, T _
iy = g )i
_ dd, T _
o) = 5, W)
_ ar, ™
= g Yo
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1. Automatisches Differenzieren

Da in einem Programm diese Auswertung so nicht vorgenommen wird, schauen
wir uns die vereinfachte Auswertung an. In dem Code wird nicht jedes mal ein neu-
er Vektor vy gebildet, es wird mit einem Vektor v gearbeitet, in dem nur durch
die Elementarabbildungen ¢; die einzelnen Komponenten gesetzt werden. Aus der
Gleichung

a .
w; = V5 + 787%)1 U;
J
wird 96
_ _ 7 _
v; v + aivjvi

Dieses Update fiir v; beschreiben wir mit dem Operator +=. Damit ergibt sich die
Gleichung

In Abbildung 1.3 wurde aus der Iteration (1.6) der AD Riickwértsmodus hergeleitet.

Der Vorteil des Riickwartsmodus gegeniiber dem Vorwértsmodus besteht darin,
dass wir bei einer Funktion f : R™ — R™, die von vielen Eingabewerten abhéngt und
nur von wenigen Ausgabewerten m << n, fiir die Bestimmung der Jacobi-Matrix
nur m-mal den Riickwartslauf durchfiihren und nicht n-mal den Vorwartslauf . Das
Problem des Riickwirtsmodus liegt allerdings im Speicheraufwand. So wie in Abbil-
dung 1.3 beschrieben, miissen wir alle Zwischenwerte v; speichern, um die partiellen
Ableitungen von ¢; auswerten zu kénnen. Die gefundenen Aussagen fassen wir nun
noch zusammen.

Definition 1.15 (AD Riickwértsform eines Differentials)
Es sei ¢ : X C R®" — R™ eine differenzierbare Funktion, z € X und g € R™.
Dann haben wir durch ¢ = d—fiﬁ die Vorwiartsform der Abbildung gegeben. Die
Riickwértsform erhalten wir durch Transponieren der Jacobi-Matrix

deT

x+:% Y,

wobei T von x abhangt.

Satz 1.16 (AD Riickwértsmodus)
Es sei ein Programm gegeben durch k € N Elementaroperation ¢; : V. — Vmit
1 = 1..k. Es seien x € X die Eingabewerte und § € R™ eine Richtung. Dann
erhalten wir durch den in Abbildung 1.8 definierten Ablauf die transponierte Jacobi-
Matrix multipliziert mit der Richtung .
Falls das Programm fiir eine Funktion f: X C R™ — R™ steht, erhalten wir

T
Ty

T =

In Abbildung 1.4 sind die Riickwértsauswertung fiir einige ausgewéhlte Operationen
beschrieben.
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1.3. Der Riickwartsmodus des Automatischen Differenzierens

Funktion | Normale Anweisung AD Anweisung
Input: I(z) v, =x; Vi=1l.n
1(v) | vnt1 = ¢1(v)
Po(v) | vnt2 = d2(v)
Pi(v) | vnti = ¢i(v)
Pr(v) | Vnyk = Px(v)
Output: | Py(v) | ¥ =U—m+i Vi=1l..m
Input: | Py,(v) Vemei =7 Vi=1l..m
0 .
O (v) Vj += ﬂﬁn“ﬂ Vi=1l.(n+1-1)
81}]'
Uik =0
0p; . .
®;(v) vj += ﬂ@nﬂ- Vi=1l.(n+i-1)
0vj
Up+i = 0
_ 1 .
@1('[}) Vj += 871)]"0”4_1 VJ =1..n
Upt1 =0
Output: I.(z) Ti=7 Vi=1l.n
Abbildung 1.3.: AD Riickwértsmodus
Elementaroperation | Riickwirtsauswertung AD
u=v+w v4=u, wi+=u, u=0
U=v- W V4+=w-u, WH+=v-4, u=0
1 1
== U= —— -, ©=0
v v
u = sin(v) v 4+=cos(v)-u, u=0
u=e" v4+4=¢€e"-u, u=0
1
= In(v) vV4=—-u, u=0
v
=P D4=poP~l.a, w=0

Abbildung 1.4.: AD Riickwértsmodus fiir ausgewéhlte Operationen
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1. Automatisches Differenzieren

1.4. Lineare Gleichungssysteme, lterationen und das
Newtonverfahren

In diesem Abschnitt schauen wir uns fortgeschrittene Elementaroperationen an, die
wir spéter fiir die Anwendung auf den Padge Code verwenden. Dafiir bendtigen wir
noch die Produktregel fiir Differentialformen. Da wir in diesem Kapitel hauptséchlich
mit Matrizen arbeiten, miissen wir die Produktregel auch in ihrer vollen Allgemeinheit
herleiten.

Satz 1.17 (Produktregel fiir Differentialformen)
Essei A: X CR" - R*™ ynd B : X C R* — R>*b. Dann ist die Abbildung
f(z) := A(x) - B(z) differenzierbar und das Differential lautet

df (x) = dA(x) - B(z) + A(z) - dB(z) = %(m)dm -B(z)+ A(x) - Z—f(m)dm .
Beweis. Wir betrachten

!
F@)ig =Y A@)ir- B, -
k=1

Hierfiir konnen wir das Differential bilden

n l
dA(z ik dB(x k,j
p=1 k=1 p p
n l
dA(x); dB
= (:U) .k dxp B(l‘)k i+ A(I)z (x)k’] d p
dx ’ ’ dx
p=1 k=1 p p
l n
dA(z);k dB(2)k,;
= dz, dxy - B(x)k,; + A(@)ik - Z dz, dzyp
k=1 \p=1 p=1

Die lineare Abbildung dz;, konnen wir mit dem B(z)y ; vertauschen, da wir uns im
skalarem Fall befinden. Wenn wir jeweils die letzte und vorletzte Gleichung betrach-
ten, konnen wir diese wieder zu einer Matrix zusammensetzen. Damit erhalten wir
die Gleichung fiir die Produktregel. O

Mit dem Satz 1.17 kénnen wir nun eine Aussage iiber das Differential der inversen
Abbildung herleiten.

Satz 1.18 (Differential der Inversen Abbildung)
Sei A : R™ — R™™" stetig differenzierbar und es existiere A(z)~! fiir alle v € X
mit X offen. Dann existiert

dA™!
7 (@)
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1.4. Lineare Gleichungssysteme, Iterationen und das Newtonverfahren

und das Differential von A~' hat die Form
dA™'=—-A"t.dA- A7

dA B
() AT (@)

Bewets. Fiir den Beweis benutzen wir den Satz tiber die implizite Funktionen. Dazu
definieren wir fiir ein fixiertes b € R"”

dA N (z) = =AY (z)

F(z,a) == A(x)a—b mit a € R"™.

Fiir diese Funktion existiert fiir jedes x € X eine Nullstelle, da nach Voraussetzung
A(z)~! existiert und F(z, A(z)~'b) = 0 ist. Wenn wir uns die Ableitung von F nach
a anschauen, erhalten wir

dF
e (w.a) = A(®)

und sehen, dass % fiir alle x € R™ und a € R" invertierbar ist. Der Satz {iber implizite
Funktionen besagt nun, dass wir fiir alle (z,a) € X x R", Umgebungen U;(z) C X
und Uz (a) C R™ finden sowie eine Abbildung ¢ : U — Us mit der Eigenschaft, dass

F(z,g(z)) =0 (*)

ist. Wenn wir fiir diese Gleichung das Differential bilden, erhalten wir durch die Ket-
tenregel

dF dF dg
0= dF(w,g(x)) = - (x,g(e))da + (@, 9(a)) - (@)
dA dg
= %(x)da: -g(x) + A(x)%(x)da: .
Diese Gleichung kénnen wir nun nach %dm umformen
dg B ., (dA o
D ()de = —47H @) L (@) - g(a) (%

Wenn wir uns nun noch einmal (*) anschauen, erhalten wir

0= F(z,9(x)) = Alx)g(z) — b
& b= A(z)g(x)
& g(z) = A(z) b

und fiir das Differential von g(x)

dg dA~1
d = — d =
o) = S (wydr =
Wir kénnen nun die letzten beiden Gleichungen in (**) einsetzen und erhalten

= Byt = 47w S e A

- dx T

(z)dz -b=dA (z)b .

dA Y (z)b
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1. Automatisches Differenzieren

Elementaroperation | Vorwartsauswertung AD

u=Wly =W (v — Wu)

Abbildung 1.5.: AD Vorwartsmodus fiir das Losen eines linearen Gleichungssystems

Da b € R" beliebig gewéahlt werden kann, erhalten wir das Ergebnis
dA™! = —Ail%dfol .
dx
O

Wir kennen nun das Differential einer Inversen Matrix, damit kénnen wir jetzt eine
Aussage iiber das Differential eines linearen Gleichungssystems machen.

Satz 1.19 (Differential eines linearen Gleichungssystems)
Gegeben sei das Gleichungssystem W(x) - u(x) = v(z) mit W : X C R* — R™*™
und u,v : X C R® — R™. W, u und v seien stetig differenzierbar und W1 ezistiere
fiir alle x € R™.
Wir definieren u(x) := W~(z)v(z), dann ist das Differential von u gegeben
durch
du =W (dv — dWu) .

Beweis. Fiir u erhalten wir durch die Produktregel und das Differential der Inversen
Abbildung

du =dW v+ W tdv
=W ldaww v+ W tdv

=w! (—dW Wy +dv>
N——"

=Wt (dv—dWu) .
O

Wenn wir ¢(z) := u(x) = W~1(z)v(z) als Elementaroperation betrachten, konnen
wir fiir den AD Vorwértsmodus die Anweisung fiir ¢ wie in Abbildung 1.5 schreiben.

Fiir den Riickwértsmodus miissen wir diese Gleichung noch umschreiben. Sei T' =
W1, A,; die i-te Spalte einer Matrix A und A;, die i-te Zeile einer Matrix A. Damit
bekommen wir fiir die i-te Komponente von

’lli = (T(i) — Wu))l,

n n
— Zﬂj@j — Z Tz‘jokuk .
j=1

j=1,k=1
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1.4. Lineare Gleichungssysteme, Iterationen und das Newtonverfahren

Elementaroperation | Riickwértsauswertung AD
u=Wly s=w1"g

W = —s-ul

U +=s

u=0

Abbildung 1.6.: AD Riickwéartsmodus fiir das Losen eines linearen Gleichungssystems

Daraus folgt nach der Vorschrift fiir den Riickwértsmodus fiir ¥; und ij

vj Jr:Tijﬂi

Wik += —wpTiju; .
Mit s := TT4 ergibt sich

v +=Ss
W oi=—s-ul.
Damit erhalten wir fiir die Elemementaroperation ¢(z) = u(x) = W~(z)v(x) die
Anweisung fiir den Riickwértsmodus, wie es in Abbildung 1.6 dargestellt ist. Wir

schauen uns nun einen beliebigen iterativen Loser an. Sei G : R” x R™ — R" ein
iterativer Loser. Wir haben also die Rekursion

zkr1 = G(zg, ) mit 29 geg. .
Das Differential von G hat die Form

oG oG
dep1 = dG (2, ) = 5~ (2, 2)dag + 5 (2, 2)dz -

Dadurch ergibt sich fiir den Vorwértsmodus

. oG . | 0G .
Zk+1 = %Zk + %aj .

und fir den Riickwartsmodus

G
2l = B Zk41
_ 0G _

T += ——2k4+1 -
oz "t

Fiir den Vorwértsmodus sehen wir, dass man ohne weiteres die Anweisung fiir die
Ableitung aufschreiben kann. Die [terierte 2,1 hdngt nur von x, dz und den Iterierten
aus dem Schritt £ ab.
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1. Automatisches Differenzieren

Fiir den Riickwértsmodus scheint dasselbe zu gelten, jedoch tritt das Speicherpro-
blem hier im besonderem Mafe auf. Wir miissen die Vektoren z; speichern, um sie
beim Riickwértslauf fiir die Auswertung der Jacobi-Matrizen zur Hand zu haben.
Wenn wir ein sehr langsam konvergierendes Verfahren haben, kénnen das mehrere
hundert Vektoren sein. Aufserdem berechnen wir die Abhéngigkeit von unserem Aus-
gabewert y nach einem frei wahlbaren Parameter zg. Wir interessieren uns aber nur
fiir die Abhéngigkeit der Ausgabewerte y nach den Eingabewerten x. Daher macht
die Riickwértsauswertung im Vergleich zu dem Aufwand wenig Sinn. Es ergibt sich
auch das Problem, dass man das iterative Verfahren nur bis zu einer bestimmten Ge-
nauigkeit ausfithrt. Wenn man nun nach dem Abbruch den Riickwértslauf ausfiihrt,
kann man keine Aussage dariiber treffen, wie genau die Ableitung berechnet worden
ist. Man sollte daher fiir ein iteratives Verfahren lieber den Vorwértsmodus wéhlen.

Mit einer anderen Herleitung des Riickwértsmodus fiir iterative Verfahren kann
man eine bessere Berechnung durchfiihren. Der sog. ,incremental reverse wird in
Griewank et al. [4] beschrieben.

Da wir nun wissen, wie ein iteratives Verfahren differenziert wird, kénnen wir uns
das Newtonverfahren anschauen. Fiir das Newtonverfahren haben wir eine Funktion
f:R®" x R™ — R”, fiir die wir eine Nullstelle finden wollen. Die Jacobimarix f’ von
f bezeichnen wir mit F. F ist also eine Funktion F' : R" x R™ — R™*"™ mit F = f.

Fiir F setzten wir voraus, dass die Inverse F~! existiert. Dann ist das Newtonver-
fahren durch die Gleichung

21 = G2k, %) = 2, — F(2k,2) " f (25, @)

definiert. Die partiellen Ableitungen von G sind

(ZS . a(g:l)f _ F‘lgﬁ - I+F‘1?£F‘lf _ F‘lgi
=I+F! gF—lf_gJ;>
=F! <giF_1f—g£> :

30



1.5. Der Vektormodus

Elementaroperation | Vorwartsauswertung AD
_ ., _of. of.
y = f(zk,x) y=f=gkt gt
. F F
Y = F(zg, ) Y = F—aazk—kg:r
d=Y 1y d=y-1 (y—Yd)
2pt1 =2k —d b1 =4 —d

Abbildung 1.7.: Anweisungen fiir die Ableitung des Newton Schritts als Elementar-
operation

Dadurch sieht das Differential von G folgendermafsen aus
oF af
= F_l PR F_l - 2
dzp41 =dzp + < 9% dz f 92 dzk>
F
+F! (gd Flf— 8fd:c>

0z Ox 0 Ox

=dF =df

=dz, + F! (aFdzk + 6Fdx> Flf(z,2) - <8fd 2k + ot )

In dem Differential von G koénnen wir die Differentiale von F' und f verwenden.
Der Ausdruck F~!f(z,z) kommt schon in der Auswertung von G vor. Wenn wir
diesen Ausdruck ersetzen, erhalten wir die Anweisung fiir den Vorwartsmodus von
AD mit einem Newton Schritt als Elementaroperation. In Abbildung 1.7 werden die
Anweisungen aufgefiihrt.

Bei dieser Aufstellung muss man beachten, dass die ersten beiden Zeilen gleichzeitig
ausgefiihrt werden. Da man in dem Programm die differenzierten Versionen von f und
F aufruft, werden y und ¢ sowie Y und Y zur selben Zeit durch AD berechnet.

1.5. Der Vektormodus

Bisher haben wir nur dariiber gesprochen, dass wir fiir eine Funktion f : R" — R™
im Vorwéartsmodus

. df
y= d:c
und im Riickwartsmodus
_dfT
T = e 7

auswerten. Wenn wir die Jacobi-Matrix von f haben, kénnten wir auch anstatt des
Vektors & € R™ eine Matrix X € R™*! withlen. Wir erhalten dann Y € R™*! und die
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1. Automatisches Differenzieren

Gleichung

. df
Y = 2X.
dx
Um diese Gleichung mit dem Kalkiil der Differentialformen zu erkldren, miissen wir

die vektorwertige Differentialform definieren.

Definition 1.20 (Vektorwertige-Differentialform)
Unter einer vektorwertigen Differentialform versteht man eine Abbildung

w:U CR™ — LR™ R™ ),
die jedem z € U eine lineare Abbildung w(x) : R™*! — R™*! zuordnet.

Das Differential der Koordinatenfunktionen & : R" — R, &;(z) = z; fiir ¢ von 1 bis
n hat nun die Form

Mit z € R", H € R"*! und H; die i-te Zeile von H. Fiir eine Richtung X erhalten

wir wieder die Identitat: ' _
de(X)=X .

Wir kénnen den AD Vektor-Vorwértsmodus also genauso definieren, wie wir den AD
Vorwartsmodus definiert haben. Wir brauchen nur die Vektoren & durch die Matrizen
X zu ersetzten und einzelne Komponenten 4; durch Spalten X;. Dadurch, dass wir den
Riickwéartsmodus aus dem Vorwirtsmodus hergeleitet haben und dabei nur Argumen-
te verwendet haben, die sich auf die Linearitét der Skalarprodukte beziehen, kénnen
wir genauso den AD Vektor-Riickwértsmodus aus dem dem Vektor-Vorwértsmodus

herleiten. Dadurch ergibt sich

_ dfT
X=wu ¥

und in der Definition fiir den Riickwértsmodus miissen wir genauso wie im Vorwérts-
modus Vektoren & durch Matrizen X ersetzten und einzelne Komponenten z; durch
Spalten X;.

1.6. Hohere Ableitungen

Bisher haben wir nur Ableitungen erster Ordnung gebildet. Zu einer Funktion f :
R™ — R™ haben wir eine Methode entwickelt, wie wir die Richtungsableitung von f,
auf Basis der Elementaroperationen ¢, berechnen. Dadurch haben wir die Gleichungen

daf . LA

Y= " dz

erhalten. In unserem Programm haben wir nun rein formell eine Methode fiir den
Vorwéartsmodus

(y,9) = Fy () = (f(x), jix)
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1.6. Héhere Ableitungen

und fir den Rickwartsmodus
_ _ art
(1.2 = Pt ) = (0. . 9)

Fiir beide Funktionen konnen wir das Differential bilden

dFy(z, &) = (;lf z, szda: T+ ydx>

2 T T
dFg(z,y) = (jfd:c [%dm] 7+;Lf dy) .

Wir wéhlen nun % als Richtung fiir den Vorwértsmodus, da wir sonst nicht zwischen
£ und Z unterscheiden konnen. Die Funktionen fiir den Vorwartsmodus haben nun
die Form

2 - d d d? d
(15,5, ) = Fov (z, 4,8, 3) = <f<x),d£m LIS PN ¥ )

T T
) = B ) = (f( Vi [d2fA] i y) '

Um den Riickwértsmodus einfacher nach der Vorschrift bilden zu koénnen, schreiben
wir die Formeln noch um in

: A d2 & .

T 2
S N

Fiir den Riickwartsmodus verwenden wir das Symbol *. Damit erhalten wir

~ ~ d d T d2 T~ d T
(v.9.2,2) = Fvr(z,,7,9) = <f($)vdj;ﬂ3’dj; v+ [(12!;4 y% y)

~ B d T d T 2 o d
(yv‘faiag) :FRR(CC,Q,Q,f) = (f(.’E),di g7£ g+ |:de2£:| d-i > ]

Wenn wir in Fyr, Fry und Frr die Werte umstellen erhalten wir

df dfT [arf 1t T
(y7y7$7$) :FRV(-’IJ,I',Q/,ZJ): (f(x)’da:x’dw Y, _%JJ y+% Yy

Sz Lo df  df T [a?f . dfT
:F = —_— —_— _— —_
(y7y7x>$) VR(xax7y7y) (f(x),dafx’ dx Y, _dQ.%'x Y+ dr )

= = df - df" [ pd?f)T . dfT
:F = — — —_— —
(1/721756,30) RR(x)xayvy) (f(x)a d.%'x’ dx Y, _y P2z dx )

KN

33



1. Automatisches Differenzieren

und sehen, dass Fry, Fyyr und Frg aquivalent sind. Deshalb ist es besser, wenn man
fiir hohere Ableitungen zuerst den Vorwérts- oder Riickwértsmodus anwendet und
danach d — 1 mal den Vorwéartsmodus.

Die mit diesem Vorschlag erzeugten Formeln sind die Folgenden:

RS .. df . df  d*f_ . df-
:F pu— — — —_— . —
<y7y7yay> VV(JJ,.’E,Z',JJ) <f(x)7d1’x7 d.’L‘x’ dzl'x x+d$x
L o daf dfT raf 1" dfT.
(¥,9,%,2) = Frv(2,2,9,y) = (f(x)’dg:x’dx Ys |:d21_$ ?/‘f‘% vyl -

Das Symbol % konnen wir fiir Fyy nicht ersetzen. In Fry konnen wir % durch

ersetzen um die normale Symbolik zu erhalten. Daraus folgt
. . afr drT_[azr 1t ar”.

), T,T) = F) TR —x,— Y, || g+— Y| - 1.7

(y7y7x7x) RV(%%%?J) (f(m),d(]}x’ dz Y, dgxw Y+ dr Y ( )

In (1.7) sieht man nun sehr gut, dass in den ersten beiden Komponenten y und gy

der normale Vorwirtsmodus berechnet wird. Die Komponenten Z und # beschreiben

einen Vorwiértsschritt im Riickwéartsdurchlauf.
Die Theorie fiir den AD Riickwérts-Vorwértsschritt kann man nun fiir die verschie-

denen Elementaroperationen anwenden. Wir wollen uns hier die Elementaroperation
fiir das Losen eines linearen Gleichungssystems anschauen.

Fiir die Elementaroperation © = W~'v haben wir den Vorwirts- und Riickwirts-
modus berechnet. Wenn wir uns fiir die Riickwértsauswertung die Formeln anschauen,
kénnen wir fiir diese die Differentiale bilden. Die Schritte fiir den Riickwértsmodus
sind

s :W_lTﬁ
W 4=—s-ul
v +=s
u=0.

Die Differentiale fiir die einzelnen Schritte haben die Form

ds =W (da — dwTs)

dW 4+=—ds-ul —s-du?
dv +=ds
du =0 .

Dadurch ergibt sich die Riickwértsvorwartsauswertung von der Elementaroperation
uw = W~tv die in der Abbildung 1.8 dargestellt ist.
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1.6. Héhere Ableitungen

Elementaroperation Vorwiartsauswertung AD
u=W-ly =W (v — Wu)
Riickwartsauswertung AD | Riickwartsvorwértsauswertung AD
s=w-1Tg =W (G —WTs)

W 4= —s-ul W o+=—5-ul —s-a”

U +=3s U 4= §

=0 u=0

Abbildung 1.8.: AD Riickwartsvorwartsmodus fiir ein lineares Gleichungssystem
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2. Discontinuous Galerkin

Diskontinuierliche Galerkin Verfahren (DG) sind eine Weiterentwicklung der kon-
tinuierlichen Galerkin Verfahren, um partielle Differentialgleichungen zu 16sen. Die
Ansatzfunktionen im Diskontinuierlichen sind nicht mehr kontinuierlich, sondern er-
lauben Spriinge an den Kanten von zwei Elementen der Diskretisierung. Durch die
Spriinge wiirde sich normalerweise kein verniinftiges Verfahren ergeben, da die Lo-
sung der partiellen Differentialgleichung nicht global erfiillt wére, sondern nur lokal
fiir jedes einzelne Element. Um ein konsistentes und stabiles Verfahren, das die Glei-
chung global erfiillt, zu erhalten, miissen die Spriinge durch eine Modifikation der
zugrundeliegenden Gleichungen, behandelt werden.

DG Verfahren haben den Vorteil gegeniiber normalen Finiten-Element-Methoden
(FEM), dass man fiir sie einfacher Verfahren hoherer Ordnung herleiten kann. Die-
se Einfachheit geht damit einher, dass die Kommunikation zwischen den Elemen-
ten auf die Nachbarn eines Elementes beschrankt bleibt. Traditionelle FEM oder
Finite-Volumen-Methoden miissen hierzu die Nachbarn der Nachbarn eines Elemen-
tes einbeziehen. Auf unstrukturierten Gittern ist das meist nur sehr schwer moglich.
Die héhere Ordnung in den DG Verfahren hingegen ergibt sich durch den Grad der
Ansatzfunktionen und der Grofe der Elemente. Da diese beiden Werte fiir ein DG-
Verfahren nicht global festgelegt sein miissen, ergibt sich der weitere Vorteil, dass man
fiir DG-Verfahren sehr einfach Verfeinerungsstrategien implementieren kann. Durch
verschiedene Arten von Verfeinerungen ergibt sich die Moglichkeit das Rechengebiet
an die Erfordernisse der zu losenden Gleichung anzupassen und dabei den Aufwand
klein zu halten, aber die Ordnung des Verfahrens nicht zu mindern.

Die h Verfeinerung bezieht sich auf das Verkleinern der Rechenelement. Dadurch
kann man die Losung an sehr unregelméfsigen Stellen besser darstellen. Man spricht
von der p-Verfeinerung, wenn man den Grad der Ansatzfunktionen auf einem Element
erhoht. Diese Verfeinerung ist besonders dann sinnvoll, wenn sich die Losung an ei-
ner Stelle polynomial verhélt, aber die Funktionswerte stark voneinander abweichen.
Zusammen bezeichnet man die beiden Verfeinerungsarten als hp-Verfeinerung.

In einem aerodynamischen Kontext ist es sinnvoll, fiir die Elemente an dem Flug-
zeugrand, die p-Verfeinerung zu benutzen. Die Geschwindigkeit der Luft ist an dem
Flugzeugrand durch die No-Slip Bedingung nahe bei Null. Da sich das Flugzeug aber
sehr schnell bewegt, ist die Luftgeschwindigkeit schon wenige Millimeter vom Rand
entfernt sehr hoch. Mit einer p-Verfeinerung der Elemente nahe dem Rand kann, man
diesen steilen Anstieg in der Geschwindigkeit gut auflésen. Eine h-Verfeinerung macht
bei der Auflésung von Schocks Sinn. Nach dem Satz von Godonov muss ein Verfahren
an dem Schock die Ordnung 1 haben. Wir kénnen p daher nicht frei wihlen. Um eine
verniinftige Konvergenz zu erhalten, miissen wir in der Umgebung des Schocks die
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2. Discontinuous Galerkin

Elemente verkleinern, dass heifst h-verfeinern. Ein DG-Verfahren, das diese Adaption
der Schocks auf Basis eines Fehlerschétzers beinhaltet, ist in der Literatur noch nicht
bekannt.

In folgendem Kapitel werden wir die Grundlagen zum diskontinuierlichem Galerkin
Verfahren erkldren und anhand einer verallgemeinerten Problemstellung das Verfah-
ren herleiten sowie die Ergebnisse fiir spezielle Problemstellungen geben.

Zum Schluss werden wir auf die Implementierung eines Verfahrens eingehen um
auch eine Betrachtung fiir die Eignung zum Automatischem Differenzieren zu erdrtern.

Wir benutzen die Arbeit von Hartmann [8] als Vorbild fiir die Herleitung,.

2.1. Problemstellung

Fiir das Modelproblem, dass wir in diesem Kapitel betrachten wollen, benétigen wir
zuerst noch einige Definitionen.

Definition 2.1 (Gebiet und Zerlegung)
Es sei Q C R¥ ein Gebiet, dass heifit  ist offen und wegezusammenhingend.
Dann ist I' := 99 der Rand von Omega. T,(Q2) ist eine Zerlegung von 2 wenn
fiir alle Elemente k € Tj, gilt, dass

1. x ist offen, fir alle k € Ty,
2. KiNKko =0, fiir alle k1, ko € Tp, kK1 F# Ka,
3. UHG’Y‘}L /_4/ - Q7

4. Fiir alle k € Ty, existiert eine stetig differenzierbare Abbildung ¢ : & — k mit
& ist ein k-Einheitssimplex, k-Einheitsquader oder ein anderes Einheitselement
im R¥,

Als néchstes bendtigen wir noch den Raum, der unsere Testfunktionen beschreibt.
Definition 2.2 (Gebrochene Sobolev-Rédume)
Es sei Q ein Gebiet und 73(2) eine Zerlegung von 2 gegeben. Mit H™ (k) be-

zeichnen wir den Sobolev-Raum auf dem Gebiet k € 75,(€2) nach Alt [1].
Dann heifit

H™(T,) ={v e L*(Q) : v|, € H™(k),k € Th}
gebrochener Sobolev Raum.
Definition 2.3 (Spuroperator)

Es sei €2 ein Gebiet und 75(2) eine Zerlegung von 2 gegeben. Dazu sei H™(7p)
der gebrochene Sobolev-Raum. Fiir ein v € H'(Tj,) ist der lokale Spuroperator
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2.1. Problemstellung

T|. : H' (k) — L*(0r) gegeben. Mit dem Raum 9L*(Tj) = [LieT, L?(0k)

kénnen wir den globalen Spuroperator:
T:HY(Ty) — 0L*(Th)
ves T 7l (vl

KETH

definieren.

Fiir eine Kante d C Ox™ mit k™ € 7, erhalten wir immer zwei Werte fiir T
wenn d nicht am Rand von 2 liegt. Sei k~ das Element in 7y, das d als Kante
hat und fiir das gilt k™ Nk~ = (. Dann bezeichnen wir mit v* die Spur von
v € HY(T,) auf k™ und mit v~ die Spur auf .

Mit der Spur kénnen wir nun folgendes einfiithren:

Definition 2.4 (Sprung- und Mittelwertoperator)
Es sei ) ein Gebiet und 75(£2) eine Zerlegung von . Dazu sei H™(7},) der gebro-
chene Sobolev-Raum und I'; die inneren Kanten der Zerlegung 75 (2). Sei d eine
Kante aus I'; und x7, k= € 7T}, die dazugehérigen Elemente auf beiden Seiten.
Mit nt € R* und n~ € R* bezeichnen wir jeweils die duferen Normalenvekto-
ren. Es gilt —n™ = n~. Dann definieren wir den Sprungoperator [] und den

Mittelwertoperator {{-}} fiir die Funktionen ¢ € L*(75,) und ® € [OL? (ﬁ)]k
o = ST +07), l¢] = ¢tnt+on,
o) = z@"+@7), [ = T -nT+o -0,

Auf einer Randkante d in I" definieren wir

o} = ¢F [o] = o™n™,
ey = of, [o] = &' -nt.

Um unsere Gleichungen einfacher aufschreiben zu kénnen, definieren wir noch ge-
brochene Operatoren fiir die Divergenz, den Gradienten und den Laplaceoperator.

Definition 2.5 (Gebrochene Operatoren)
Es sei Q ein Gebiet und 75 () eine Zerlegung von €2, dann definieren wir die
gebrochenen Operatoren durch die Einschrinkung auf ein Element x € Tp,.

e Der gebrochene Gradient Vj, : H(7;,) — L?(Ty) ist definiert durch

(Vi) == V(vg), fiir alle k € T und v € H'(Ty)

e Die gebrochene Divergenz divy, : [H* (ﬁl)]k — L%(Ty) ist definiert durch

(divp, 7)), = div(7,), fiir alle kK € T, und 7 € [Hl(ﬁl)]k
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2. Discontinuous Galerkin

e Der gebrochene Laplace Operator Ay, : HY(T;,) — L?(Ty) ist definiert durch
(Apv),; = Alv),), fiir alle k € T und v € H*(Ty)
In den Umformungen der Modellgleichung brauchen wir die partielle Integration

fiir die Divergenz. Deshalb leiten wir die Formel hier her, um die Herleitung in den
Umformungen zu vermeiden.

Satz 2.6 (Partielle Integration fiir die Divergenz)
Es seienv : U C R¥ — RF und u : U € RF — R zwei Funktionen, fir die die
partiellen Ableitungen existieren und die integrierbar iber das Gebiet U sind. Dann

gilt
/u'divv dmz—/Vu‘v da:—l—/ un-v ds .
U U oU

Beweis. Aus Konigsberger [9] haben wir den Gaufschen Integralsatz

/div(F)da::/ F-nds
U U

fiir ein Vektorfeld F : R¥ — R¥. Wenn wir die Divergenz des Vektorfeldes F := u - v

berechnen, erhalten wir
ou ov;
axz (- i _Z(a vt 8xl>

div(u - v) E
=1

ZVU-U—I—u-dlvv.

Wenn wir diese Gleichung in die Gaufische Integralformel einsetzen erhalten wir

/div(u-v) da::/ un - v ds

U oUu

@/Vu-v#—u-divvdx:/ un - v ds
U oUu

@/u-divvdw-—/Vu-vdx—i—/ un - v ds .
U U ouU

Nun koénnen wir unser Modellproblem beschreiben und in den Kontext der DG
Verfahren bringen.

O

Definition 2.7 (Problemstellung P)
Es sei  ein Gebiet im R¥ und 73 (Q) eine Zerlegung von §2. Dann wollen wir die
Gleichung
—div(a(u)Vu) + div(b(u)) = f  in Q
u=g¢gp auflp
n-a(u)Vu =gy aufI'y
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2.1. Problemstellung

fiir eine Funktion u € V 1ésen. Dabei sind f € L?(Q),gp € L?>('p),b: V — VF
und a : V — VF** gegeben. Der Dirichlet Rand I'p € 99 und der Neumann
Rand I'y C 99 sind disjunkt. Der Rand von € ist die Vereinigung I' := 002 =
I'puUI'y UTlg. Wobei I'p ein freier Rand ist, an dem keine Randbedingungen
gesetzt sind. Fiir den Dirichlet-Rand soll gelten T'p # ().

Im weiterem Verlauf des Kapitel wird die Problemstellung P immer gelten und es
wird nicht extra gesagt, dass wir P voraussetzen.

V ist ein Raum, den wir bei der Herleitung des DG Verfahrens noch genauer be-
stimmen miissen. Fiir einen klassischen Ansatz wiirde man V' als C?(Q) wiihlen. Mit
diesem Raum koénnen wir aber nur wenig iiber die Existenz einer Losung aussagen und
die Beschreibung der Losung ist hochgradig nicht trivial, wenn eine Losung existiert.

Daher wollen wir als Raum V den gebrochenen Sobolev-Raum H?(7j,) wihlen. Mit
dieser Wahl haben wir fiir die Funktion v € V' einen Ausdruck fiir verschiedene Ope-
ratoren. Fiir die partiellen Ableitungen zweiter Ordnung haben wir eine Darstellung
und fiir den Wert der Funktion auf dem Rand eines Elementes k € T,

Die Problemstellung P schreiben wir zuerst in der dquivalenten Form:

o =a(u)Vu (I
—dive +divb(u) = f (I

~— — ~— ~—

Die Gleichung (I) wird mit einer Testfunktion 7 € [H'(7)] g multipliziert und iiber
k € Ty, integriert.

/’{U'Td:L':/Ha(u)V’LL'le’ (1)

Durch die Anwendung des Satzes 2.6 auf der rechten Seite der Gleichung erhalten wir

/’ia - —/Hdiv(a(u)TT) cu do +/ wa(un -7 ds . (M

Ok
In dem Integral iiber den Rand von x wird fiir v und 7 jeweils die Spur der Funktionen
auf dem Element verwendet. Da wir die einzelnen Elemente k£ € 7; miteinander
verbinden wollen, tauschen wir die Spur auf dem Rand durch eine Flussfunktion @
aus. Wie diese Funktionen genau aussehen, werden wir spéter definieren. Es folgt

/,;O' T dr = —Adiv(a(u)TT) -u dx —i—/ ta(u)n -7 ds . (1)

0K

Wir benutzen Satz 2.6 ein zweites Mal, um die Divergenz von a(u)?7 umzuwandeln.

/HUWdx:/ﬁa(u)Vu-Tdx—i—/&ﬂ(ﬂ—u)a(u)nﬁds (I)

Durch diese doppelte Partielle Integration haben wir uns einen neuen Term geschaffen,
der ein Residuum auf dem Rand jeder Zelle beschreibt.
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2. Discontinuous Galerkin

Nun wollen wir uns (II) zuwenden. Auch hier multiplizieren wir die Gleichung mit
einer Testfunktion v € H'(7;,) und integrieren iiber x € Tj,.

—/diva'vd:c—i—/divb(u)'vda::/f‘vd:v (IT)

Durch partielle Integration der Terme auf der linken Seite erhalten wir

La-Vvdx—Ab(u)-Vvdx—/(%a-vnds—i—/anb(u)-vnd(s:/ﬁf‘vdm (IT)

Auch hier fithren wir wieder die Flussgroken ¢ und b(u)auf dem Rand von & ein um
eine Koppelung der Elemente zu erhalten.

/U-Vvdx—/b(u)~Vvdx—/ 6~vnds+/ I;(u)mnd:ﬂ:/f-vdm (IT)
K K oKk oK K

Da wir 7 frei wihlen konnen, ersetzen wir 7 durch Vv in Gleichung (I).

LU-VUdx:/na(u)Vu-Vvdw—{—/an(ﬂ—u)a(u)n-vqjds (1)

Wir kénnen nun (I) in (II) einsetzen. Dadurch fiigen wir das System von Gleichungen
wieder zusammen und brauchen ¢ nicht mehr bestimmen.

/Hf'vdx:/na(u)Vu-Vvdx—/ﬁb(u)-Vvdx
+/8K(ﬂ—u)a(u)n'VUds—/ém&-vndva/%l;(u)-vnds

Jetzt summieren wir iiber alle k¥ € 7T, und erhalten
/ f-vdx :/ a(u)Vyu- Vo dx — / b(u) - Vyv dz
Q Q
+ Z / u)n - Vo ds

KEThH
—Z/Uvnds—i—Z/ -on ds .
KEThH KEThH

Dadurch erhalten wir die erste Flussformulierung: Finde u € H%(Ty,), so dass
A(u,v) + B(u,v) = / f-vdx fiir alle v € H*(Ty) (DG)
Q

gilt. Mit A : H2(Tp,) x H3(T;) — R und B : H%(T,) x H2(T;,) — R definiert als

Au,v) = / a(u)Vpu - thdx—i-Z/ u)n - Vvds—Z/ G-on ds

KETH KETH

B(u,v) = /b( Vpvde+ Y / -vn ds .

KETH
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Diese beiden Ausdriicke sind noch in Elementen x von 7Tj geschrieben. Wir wollen
die Ausdriicke umformen, so dass sie auf den Kanten von der Zerlegung 7; beruhen.

Dafiir definieren wir
= |J or\T

KETH
als die inneren Kanten der Zerlegung. In jeder Summe kommt eine innere Kante
zweimal vor. Dafiir beweisen wir jetzt zwei Formeln, mit denen wir die elementbasierte
Form in eine kantenbasierte umschreiben kénnen.

Satz 2.8
Sei q € OL*(Ty,) und ® € [(")112(771)}]C dann ist

S [ ot [ gon ) ds+ [ @) ap o

KETH

> [ oot as= [ qoy-fa) ds+ [ @ap s

KETH
Beweis. Wir schauen uns nur die Ausdriicke in den Integralen an, dadurch erhalten

wir fiir eine Kante aus I';
{28 - lql + [®] {a} —% (‘I>+ +@7) - (¢'n" +q )
+ = (q>+ nt+@ -n7) (¢t +q")
% (<1> gtnt+ @ gt + 0T g R+ @ g )
+ = (<I>+ gtnt+ @ gt + T T+ @ g i)

=ot. q+n+ + O g n”

. Die mittleren Terme heben sich wegen nt = —n~ auf. Dadruch erhalten wir die
erste Gleichung in dem Satz. Auf einer Randkante haben wir ®* - ¢tn™ = {&}} - [¢]
nach der Definition der Operatoren auf dem Rand. 0

Mit diesen Formeln kénnen wir A umschreiben, indem wir den Satz einmal mit
a(u)"Vv und 4 — u verwenden und einmal mit & und v.

Au,v) = / a(u)Vyu - thdx+2/ a—u)a(u)n - Vvds—Z/ g -on ds

KETH KETH

:/Qa(u)vhu -Vpv dx
+ /r,ur {la()TVol} - [a—u]] ds+ /FI [[a(u)TVo]] i —u}} ds
[ oy 1) ds— [ (e gep ds

I'r
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2. Discontinuous Galerkin

Fiir B benutzen wir die Formel mit B(u) und v.

Bluo) == [ W Vit Y [

KETH 9

- /Q b(u) - Vo di + /F Mooy ds + / (b)) o} ds

Iy

b(u) - vn ds

Mit diesen beiden Darstellungen von A und B haben wir eine Form erreicht, die es
uns ermdoglicht, Aussagen iiber die Konsistenz und Stabilitit des Verfahrens herzulei-
ten.

Diese Arbeit beschreibt nur eine Einfiihrung in das Forschungsgebiet der diskon-
tinuierliche Galerkin Verfahren. Deshalb werden wir die Analyse zur Stabilitdt und
Konsistenz hier nicht durchfiihren. Ebenso stellen die Flussoperatoren 4, 6 und l;(u)
ein komplexes Forschungsgebiet dar. Deshalb verweisen wir fir eine tiefer gehende
Herleitung auf die Arbeit von Hartmann |[§].

Wir werden aber die Konvergenzaussagen aus Hartmann 8| hier fiir zwei Beispiele
wiedergeben. Diese Aussagen basieren auf einer Diskretisierung des Raums H?(Tj)
durch den Raum V,f:p.

Definition 2.9 (thp der gebrochene Polynomialraum)

Es sei p > 0. h steht fir die Zerlegung 7,(€2). Dann ist thp der Raum der
diskontinuierlichen stiickweisen Polynome vom Grad p:

Vh]fp = {vp € L*(Q) : vp|w 0 ¢ € By(k),k € T}

B, (k) steht fiir die Polynomiale Basis des Einheitselements £ fiir . ¢, ist die
Transformation von & auf &.

2.2. Beispiel 1 - Die lineare Advektionsgleichung

Wenn wir in unserer Problemstellung a(u) = 0 setzen und b(u) = bu definieren,
b ist linear in u, erhalten wir die lineare Advektionsgleichung. Fiir diese Gleichung
bekommen wir ein konsistentes und stabiles Verfahren, wenn wir die Flussfunktion b
wie folgt definieren:

. N 1 1
b(u) =bu",u",n")=b- ng(qu +u")+ §|b n|(ut —u7)

Mit diesem b kann man beweisen, dass folgendes gilt.

Satz 2.10 (Fehlerabschitzung mit der exakten Losung)
Sei w € HPTY(Q) die exakte Lisung der linearen Advektionsgleichung

div(bu) =f in
u=gp aufl'p=T_
I'_:={zel:bx) n(x) <0}
I, :=[\T_
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2.3. Beispiel 2 - Die Poission Gleichung
Sei up, € thp die Losung zu der DG Gleichung
By, (up,vp) = F(vy), fir alle vy, € thfp
mit
1, . _ 1 i _

Bp(u,v) =— [ bu-Vyv dx + Z b-n—(u"+u" )+ =[b-n[(u” —u"))vds

0 7. Jom\r 2 2

+/ b-nuv ds
ry

Fy,(v) :/va dr — b-ngpv ds
r_

Dann erhalten wir
[l = unlloy < CHPTY2[ul o o,

wobei die Norm ||| - |||», gegeben ist durch
2 2 1 + )2 1 2
ol = colloll>+ > [ Slo-nl(vt —v7)? ds+ 5 [ [b-nlo® ds.
ecl'y € 2 2 r

Dieses Ergebnis ist direkt aus Hartmann [8] Seite 30 tibernommen. Die Definiti-
on von By beruht auf der elementbasierten Form von B. In die Gleichung wurde
auch die Randbedingung eingebracht und verarbeitet. Der Satz besagt, dass wir mit

der entsprechenden Wahl von b ein stabiles, konsistentes und konvergentes Verfahren
erhalten.

2.3. Beispiel 2 - Die Poission Gleichung

Wenn wir in unserer Problemstellung a(u) = I setzen und b(u) = 0 betrachten,
erhalten wir die Poission Gleichung mit Dirichlet- und Neumannrand. Mit der folgen-
den Definition von 4 und & bekommen wir ein stabiles und konsistentes Verfahren,
bekannt unter dem Namen SIPG.

a, = {unl, on = {{thh}}féip(uh) auf I'y

i, = ¢gp, 6n = Vipup —0F (up) auf I'p
ap = Up, on = gnm auf 'y
mit
. 2
5%p(uh) = 5 [[Uhﬂ = C]p% [[uh]]2 auf F]
0 (up) = O(up —gp)n = Crph-(up, —gp)n aufI'p .

Damit kénnen wir nun die folgende Fehlerabschétzung beweisen.
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2. Discontinuous Galerkin

Satz 2.11 (L2-Fehlerabschiitzung)
Sei uw € HPL(Q) die exakte Lisung der Poission Gleichung

div(Vu) =f in Q
u=gp aufl'p
n-Vu=gy oaufly .
Sei up, € th,p die Losung zu der DG Gleichung
Ap(up,vp) = F(vp), fiir alle vy, € Vh‘fp
mil

Ap(u,v) —/ Viu- Vv dx
Q

+ / (= [ull - §Vavl = {Vrul} - [0]) ds
I'rul'p

" / o] ds

Fp(v) :/va dx +/F —gpn - Vv ds + dgpv ds —|—/ gnv ds .
D

FD FN

Dann erhalten wir
|lu = unllr20) < CRP M ul g (o) -

Dieser Satz ist direkt aus Hartmann [8] Seite 52 tibernommen. A, basiert auf der
Kantenformulierung von A. In A;, wurden die Definition von & und @ eingesetzt sowie
die Gleichungen auf dem Rand behandelt. Der Satz besagt, dass wir ein stabiles,
konsistentes und konvergentes Verfahren erhalten.

2.4. Die kompressiblen Navier Stokes Gleichungen

Die kompressiblen Navier Stokes Gleichungen beschreiben die Stromung eines kom-

pressiblen Gases oder einer Fliissigkeit. Die Gleichungen beziehen sich auf die Erhal-
tung von Masse, Impuls und Energie. Sie lauten

" 1o )

div (7o) = P, V) = Y | 51 £ = -

=1

fi(u,Vu)| =0 inQ. (NV)

Dabei ist u der Vektor der konservativen Variablen, F'¢ der konvektive Fluss und F"
der viskose Fluss. Die Formeln fiir die Fliisse und u lauten:

p pU; 0
pU1 pu1v; + 015p T1i
u = ) f(u): ) fzv(uvvu): :
PUE PURV; + Opip Tki
pE pHuv; 2?21 TijV; + %ICT
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2.5. Implementation und Ableitung von DG Verfahren

flir ¢ von 1 bis k. Die Variablen sind durch die Dichte p, die Geschwindigkeit v =
(v1,...,vx)T und die totale Energie E definiert. Aus den Variablen setzen sich der
Druck p, der viskosen Stresstensor 7, die Temperatur 7" und die totale Enthalpie H
zusammen. Fir H, p, 7 und KT gelten die Gleichungen

1
H:E+B:e+—v2+g,
p 2 p
p=(v—1)pe,
y=2,

Coy

T =u (Vu + (Vo) — ;div(v)l) :

1y L o
KT =5 ( — 3V ) )

In den Gleichungen beschreibt Pr die Prandtl Nummer, y den dynamischen Visko-
sitdts-Faktor und K die Warmeleitfahigkeit. v = E—Z beschreibt das Verhéltnis der
spezifischen Wérmekapazitiat bei konstantem Druck, ¢, und konstantem Volumen,
cy. Fir Luft ist v =1, 4.

Die Navier Stokes Gleichung (NV) hat noch nicht die Form, wie wir sie in P fest-
gelegt haben. Man kann die Gleichung in die Form

) N’ du

bringen. G;j(u) ist durch G;j(u) = a%jf,g(u, Vv) definiert. Dadurch erhalten wir eine
Gleichung, die dieselbe Form hat wie in der Problemstellung P, nur dass wir kei-
ne skalare sondern eine vektorielle Gleichung haben. Die Umformungen, die wir mit
der Ausgangsgleichung des Problems P gemacht haben, lassen sich genauso mit der
Gleichung (NV) durchfiihren. Diesmal miissen wir aber die Testfunktionen vekto-
riell wahlen und die Sprungoperatoren anpassen. Am Ende erhalten wir aber eine
Gleichung, die genau dieselbe Form hat wie die Gleichung (DG). Wir koénnen also
sagen, dass wir ein diskontinuierliches Galerkin Verfahren fiir die Navier Stokes Glei-
chungen aufschreiben kénnen. Wie die Behandlung der Rénder erfolgt und wie die
Flussfunktionen definiert werden, mochten wir hier nicht ndher betrachten. In Hart-
mann [8] wurde kein Beweis fiir die Stabilitat und das Konvergenzverhalten gegeben,
daher kénnen wir auch nicht ohne weiteres einen Satz wiedergeben oder herleiten.
Die numerischen Ergebnisse in Hartmann [8] Seite 99f lassen auf ein stabiles und
konvergentes Verfahren der Ordnung O(hP*1) schlieRen.

2.5. Implementation und Ableitung von DG Verfahren

Wir kénnen erst mit dem Automatischen Differenzieren von DG Verfahren anfangen,
wenn ein Code geschrieben wurde, der eine Losung erzeugt. Deshalb schauen wir uns
zuerst die Diskretisierung des DG Verfahrens an. Ausgehend von der Gleichung
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2. Discontinuous Galerkin

A(u,v) + B(u,v) = / fvdx fiir alle v € H*(Ty) (DG)
Q

erzeugen wir eine diskrete Losung in dem Raum V}f{p, indem wir die Testfunktion v
und die Losung u in diesem Raum ansetzten. Dadurch erhalten wir die Testfunktionen
v € V}f{p und die Lésung uy, € Vﬁi,p- Fiir V,ffp seien ¢1,...,0m : V}ffp — R eine endliche
Basis. Dann kénnen wir uy, darstellen als

m
Up = Z Ai i mit A\; € R.
i=1
Mit uy, erhalten wir

Alup, vp) + B(up,vp) = /Qf vy dx fiir alle vy, € Vh‘%p .

Diese Gleichung kénnen wir in eine Residuumsgleichung umschreiben, indem wir die
rechte Seite auf die linke schieben. Wir erhalten

R(uh,vh) = fl(uh,vh) + B(uh, vp) — / fropdr=0 fur alle vy, € Vﬁp .
Q

Nun wollen wir noch die Abhéngigkeit von v, eliminieren. Sei v, = Z?;l Q;¢; mit
a; € R. Da A, B und das Integral linear in vy sind, bekommt man

ZOJ@R(U}Z, (151) = ZO&@ </1(uh, ¢z) + B(uh, ¢z) — / f - & d.%') =0 fur alle o; € R.
=1 Q

=1

Die ¢; bilden eine Basis von Vhdp7 dann ist die Gleichung nur dann erfiillt, wenn

R(thbi) = A(Um@bi) + B(Uh,@') - /Qf ~¢; dr =0 firallei=1...m

gilt. Das Residuum muss also fiir jede einzelne Basisfunktion ¢; Null werden. Wenn
wir jetzt das Residuum als Vektor

m R(up, ¢1)
R(up) = R(Y_ Nig) = ; =0
=1 R(“h? gbm)
schreiben, erhalten wir eine Funktion R : R™ — R™,
Dieses Gleichungssystem kann man nun mit einem Loser fiir ein nichtlineares Glei-
chungssystem l6sen. Hier konnen wir z.B. das Newton Verfahren verwenden und er-
halten die Iterationsvorschrift:

dR™1
Ugt1 = Uk — T R(uy)
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2.5. Implementation und Ableitung von DG Verfahren

Damit zeigt sich auch schon die erste Mdéglichkeit, bei der wir AD verwenden kon-
nen. Die Ableitung % ist eine quadratische Matrix, daher ist es egal, ob wir sie
im Vorwarts- oder Riickwirtsmodus berechnen. Im normalen Vorwértsmodus miis-
sen wir m mal R(u) berechnen, um die ganze Jacobimatrix zu erhalten. Wenn wir
AD im Vektormodus ausfiihren, braucht man sogar nur eine Vorwértsauswertung von
R(u). Die Speichergrofe fiir diese Vorwartsauswertung steigt aber im Vergleich zu der
Speichergrofe der normalen Auswertung sehr stark an.

Fiir jeden skalaren Wert in der normalen Funktion benétigen wir m weitere skalare
Werte fiir die Speicherung der Ableitung. Man braucht deshalb eine sehr effektive
Sparse-Implementierung des AD Vecktormodus.

In Padge ist % als Funktion implementiert. Dadurch kénnen wir den Newton-
Schritt als

Uk+1 = Uk — JR(uk)flR(uk)

schreiben. Mit JR(uy) ist die Implementierung von ‘é—f(uk) gemeint. Fiir unsere An-

wendung wollen wir eine Formoptimierung beziiglich des Randes I'y, C 992 durch-
fiihren. Das Residuum R muss also noch zusétzlich von einem weitere Parameter x
abhingen. Angenommen wir kénnen den Rand durch z € R™ parametrisieren, dann
erhalten wir fiir unser Residuum

m R(Uh, ¢1a IE)
R(up,z) = RO Nigy,z) = : =0
=1

R(Uh, ¢m7 J")

In den Formeln fiir A und B geht z nicht {iber die Gleichungen, sondern nur iiber das
Integralgebiet bzw. den Rand ein. Wenn wir z.B. einen Term

w(up, @) :/h(uh7¢) dx

haben, sehen die Gleichungen durch den neuen Parameter x folgendermafien aus

w(up, ¢, x) _/ h(up, @) dx

r(z)

Fiir diese Formel miissten wir eine Ableitung fiir das Integrationsgebiet eines Inte-
grals entwickeln. In dem Code werden aber nicht diese Integrale berechnet, sondern
die Integrale werden durch eine Quadratur ausgewertet. Die Quadratur besteht aus
den Quadraturpunkten p; € R*, die auf einem Einheitselement # definiert sind und
aus zugehorigen Gewichten A; € R. Die Quadraturpunkte p; werden durch eine Trans-
formationsabbildung ®, von dem Einheitselement # auf ein Element x € T,(12) iiber-
tragen. Die Transformationsabbildung ®, héngt von dem Zielelement s ab. x kann
auf dem Rand liegen und somit von x abhdngen. Dadurch ergibt sich fiir w

w(uha Gi, l’) = Z Azh(uh(q)n(x) (pi)7 ¢((I)n(:p) (pz)) :
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2. Discontinuous Galerkin

Da das Element x meist nicht direkt benutzt wird, kann man auch schreiben

uh)d)h Z)‘ h Uh ':C pl) gb((blﬁ(xvpl)) .

In der Funktion fiir die Auswertung von R und JR wird die Randparametrisierung x
direkt eingehen. Die Ausdriicke g—f(uh, x), aa‘ij (up, z) sind dadruch wohldefiniert.
Die Auswertung des DG Residuums koénnen wir dadruch nach dem Parameter x

ableiten, selbst wenn sich dieser Parameter auf das Gebiet 2 bezieht.
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3. One Shot Optimierung

In der Optimierung besteht eine Problemstellung meist aus einem zu optimierenden
Zielfunktional und einer Nebenbedingung. Fiir die von uns betrachteten Félle ist
die Nebenbedingung eine Partielle Differential Gleichung (PDE). Um diese PDE zu
16sen, kann man in den meisten Féllen nur ein iteratives Verfahren benutzen, da
man die analytische Losung der PDE nicht ermitteln kann. Ein zweites iteratives
Verfahren kommt durch die Losung der adjungierten PDE hinzu. Die adjungierte
PDE beschreibt den Einfluss des Gebietes auf das Zielfunktional. Nachdem man die
primale PDE und die adjungierte PDE in jeweils ihrer eigenen Iteration gelost hat,
findet ein Update in den Parametern fiir die Optimierung statt. Deshalb miissen die
primale PDE und adjungierte PDE erneut mit einer Iteration gel6st werden. Danach
folgt wieder ein Update in den Parametern der Optimierung. Diese Schleife wird so
oft wiederholt, bis man das Optimum oder eine Verbesserung erreicht hat, die grofs
genug ist.

Es gibt zwei Wege, diese Optimierung zu beschleunigen. Als erstes kann man die
Startwerte fiir die Iterationen der PDE’s geschickt wihlen, sodass man nédher an dem
Fixpunkt der Iteration startet. Als zweites kann man fiir Losungen zu den PDE’s, die
noch nicht viel mit dem Optimum zu tun haben, eine geringere Genauigkeit verlangen,
da man von der echten Losung noch sehr weit entfernt ist. In einem One Shot Verfah-
ren mochte man fiir beide Beschleunigungen die extreme Variante verwenden. Man
macht in jeder Iteration fiir die Partiellen Differentialgleichungen nur einen Schritt,
und basierend darauf, das Update in den Optimierungvariablen. Die Startwerte fir
die Iterationen gibt es nicht mehr, da man immer das Ergebnis des letzten Schrittes
verwendet.

In diesem Kapitel werden wir das One Shot Verfahren nach den Papern von Gauger
et al. [15], Hamdi et al. [6] und Griewank et al. [5] herleiten. Dabei wird auf das
One Shot Verfahren an sich und auf den Prikonditionierer fiir das Design Update
eingangen.

3.1. Das One Shot Verfahren

Fiir das One Shot Verfahren benennen wir zuerst das Minimierungsproblem.

Definition 3.1 (Problemstellung (P))
Essei f:Y x U — R das Zielfunktional. Y C R™ ist konvex und beschreibt
den Zustand des Systems. U C R" ist der Raum der Designvariablen. Die
Nebenbedingung ¢(y,u) = 0 wird durch den Fixpunkt der Iterationsvorschrift
G :Y x U — Y beschrieben. f und G seien zweimal stetig differenzierbar.
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3. One Shot Optimierung

Dann hat das Optimierungsproblem die Form

min f(y,u),  so dass y = Gy, u) . (P)
ue

G hat den Kontraktionfaktor p < 1. Es gilt fiir fixes u € R"
1Gy(y, u)|| = ||Gy(y, ) || < p <1 fiir alle y € R™ .

Die Voraussetzung, dass der Kontraktionsfaktor G kleiner als 1 ist, ergibt die
Schlussfolgerung.

Satz 3.2
P soll gelten, dann haben wir fir yi1,y2 € Y und uw € U beliebig die Relation

1G(y1,u) — Gy, u)|| < pllyr — 2l

Daraus folgt, das fir alle w € U ein y* € Y existier, sodass

ein eindeutiger Fixpunkt von G ist.

Beweis. Fiir y1,y2 € Y und d € R™ definieren wir die Funktion f(y) := G(y, u)-d.Wir
wissen auf Grund der Konvexitdt von Y, dass auch die Strecke y1yz in Y liegt. Wenn
wir den Mittelwertsatz fiir reelle Funktionen auf f anwenden, ergibt sich daraus, dass
ein ( € Y1y existiert, so dass

f(y2) = f(y1) = fy(O)(y2 — v1)
& (Gy2,u) — Gy, u)) - d = d" Gy(¢,u)(y2 — y1)

gilt. Wir setzten jetzt d = G(y2,u) —G(y1, u) und schétzen mit der Cauchy Schwarzen
Ungleichung (CSU) ab

1G(y2,u) = Gyr, w)llz = (Gly2,w) = Glyr,w)" Gy(C u)(y2 — 1)

(y2,u) — G(y1, )y |Gy (¢ u)(y2 — y1)lly
1G(y2,u) — G(y1, )5 |Gy (¢ w)ll5 [ly2 — vally
(Y2, u) = Gy, W)y pllye — y1ll

G(y1,u

IN A

Fiir ||G(y2,u) — G(y1,u)|| # 0 konnen wir beide Seiten durch |G (y2, u) — G(y1, u)||
teilen und erhalten die erste Gleichung

1G (Y1, u) = Glyz, W)l < pllys = v2ll

Diese Gleichung gibt uns die Lipschitzstetigkeit von G mit einer Liptschitzkonstante
A = p < 1. Dadurch folgt aus dem Banachschen Fixpunktsatz, dass fir jedes u € U
ein eindeutiges y* € Y existiert, so dass y* = G(y*, u) gilt. O
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3.1. Das One Shot Verfahren

Wir bilden nun die Lagrangefunktion fiir das Problem P
L(u,y, A) = f(y,u) + (Gy,u) —y)"A = Ny, A, u) —y" A
Die Lagrangefunktion schreiben wir mit dem verschobenen Lagrangeterm

Ny, A, u) = f(yau) + G(:U?u)T)‘ :

Nach den notwendigen Bedingungen fiir einen Extramal-Punkt (y*, \*, u*) des Pro-
blems P muss die Bedingung VL(y*, \*,u*) = 0 gelten. Es folgt

oL

WAL ) = Na(y*, M u") " =y = Gly*,u*) —y* =0
oL * vk ok o\ k% *
aiy(y7)‘au):Ny(y7A,u )T—)\ =0

oL * vk % * vk %
%(y7)‘au):Nu(y7)\,U)T:O

Wir erhalten das Gleichungssystem

y =Gy, u") (Primal)
A= N, (y*, A u)T (Adjungiert)
0= Nu(y*, \*, u")T (Design)

Diese drei Gleichungen verwendet man, um eine gekoppelte Iteration fiir die Varia-
blen y, A und w durchzufiithren. In dem Paper Griewank et al. [5] wird gezeigt wie,
man diese gekoppelte Iteration herleitet.

Das Update in den einzelnen Variablen sieht dann folgerndermafsen aus:

Yt 1 G(yr, u,)
Aet1| = Ny(yr, Ae» ur)™
Uk 41 wi, — By Ny (yis Ay ur) T
Der Updateschritt ist durch
Ay G(y,u) —y
s(y, ,u) = |AX| = | Ny(y, A, u)T — A
Au —B Ny (y, A\, u)T

gegeben.

In dem Update fir v wird der Prékonditionierer B benutzt. Zur Zeit ist B noch
nicht genauer spezifiziert. Es ist das Ziel, alle Voraussetzungen herzuleiten, um fiir
B eine klare Definition zu haben und die Berechnung von B auf Basis von Padge zu
ermoglichen. Wir werden genauer auf den Prakonditionierer in den folgenden Kapiteln
eingehen.

Zuerst beschiftigen wir uns mit dem Update im Primalen und Adjungierten, denn
fiir diese beiden Gleichungen wird in Hamdi et al. [6] der flogende Satz bewiesen:
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3. One Shot Optimierung

Satz 3.3 (Adjungierte Verzogerung)
Angenommen fiir ein fiviertes uw € U, sind die Funktionen f und G einmal differen-
zierbar und die Ableitungen sind Lipschitzstetig beziiglich y nahe eines Fizpunktes
y* = y*(u). Fir die primalen Iterierten yi soll gelten, dass sie zu einer Losung y*
konvergieren. Es gilt

1Ayl
lim —— = p* = |G, (y", u)] .

Wir definieren fiir ein beliebiges € > 0 und o, 3 € RT das kleinste Paar natiirli-
cher Zahlen (15, 15) € N2 mit der Eigenschaft

<e

Va HAyl;

<e und VB HA)‘ZE

Dann erhalten wir .

lim sup l—d <1

Der Satz besagt, dass bei demselben Fehler der Index fiir die primale Iteration
immer etwas kleiner als der Index fiir die adjungierte Iteration ist. Diese Verzégerung
bleibt aber wegen der lim sup Aussage beschrinkt und vergréfert sich nicht weiter. Die
primale und adjugierte [teration konvergieren deshalb mit derselben Geschwindigkeit
p, nur dass die adjungierte Iteration etwas verzogert konvergiert. Diese Aussage gilt
aber nur fiir ein fixiertes .

Fiir ein Update in allen drei Komponenten ist es mit der Konvergenzaussage schwie-
riger. In Griewank et al. [5] wird gezeigt, dass man Konvergenz erhélt, wenn der
Prékonditionirer By groft genug gewédhlt wird. Durch die Jacobimatrix des Updates

G 0 Gu
J* — a(yk+17 Ak+17 Uk-+) — Ny G n
O Moo tue) ooy |-BIN,, —B1G. - B \Now

erhalten wir eine Konvergenzaussage, wenn der Spektralradius p von J* kleiner als 1
ist. Dadurch wiirden wir wie bei G die Existenz und Eindeutigkeit eines Fixpunktes
erhalten. In Hamdi et al. [6] wird beschrieben, dass es leider noch nicht gelungen ist,
die Eigenwerte von J* hinreichend durch Bedingungen an den Prakonditionierer B zu
beschrénken, wenn man das Problem P betrachtet. Deshalb wird in Hamdi et al. [6]
ein anderer Weg vorgeschlagen, so dass man hinreichende Bedingungen fiir B erhélt.

3.2. Die erweiterte Lagrangefunktion

Wir definieren die erweiterte Lagrangefunktion wie in Hamdi et al. [6]

a - B
Loy, A u) = 5 1G(, 1) = yll” + 5 [Ny (y, A w) = A* + Ny, A u) = ATy
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3.2. Die erweiterte Lagrangefunktion

Fir o = 0 und 8 = 0 ist die erweiterte Lagrangefunktion gleich der normalen La-
grangefunktion. In dem Paper wird nun gezeigt, dass L® eine exakte Straffunktion
ist.

Straffunktionen sind Funktionen, die in der Optimierung genutzt werden um Neben-
bedingungen in einem Optimierungsproblem nicht gesondert behandeln zu miissen.
Man kann durch die Straffunktion die Nebenbedingung direkt in die zu optimierende
Funktion einbringen. Das Exakt bezieht sich darauf, dass jeder Extremalpunkt von
L unter bestimmten Bedingungen auch ein Extremalpunkt der selben Art von L ist.

In den folgenden Sétzen aus Hamdi et al. [6] wird AG,, := I — G, verwendet. Diese
Matrix ist wegen der Bedingung |G, || < p invertierbar. Die Invertierbarkeit folgt aus
dem Stoérungslemma in Werner [19].

Satz 3.4 (Ubereinstimmungsbedingung)
Es existiert eine Fins-zu-Fins Ubereinstimmung der stationdren Punkte von L® und
den Nullstellen des Updateschritts s wenn gilt

det(aBAGYAGy — I — BNy,) #0 .
Fiir diese Bedingung ist es hinreichend, dass
aB(l—p*>1+6 (I)
mit 0 = || Ny, || erfillt ist. Wenn (1) gilt, ist die Hessematriz von L® positiv definit.

Da eine Nullstelle von s ein stationdrer Punkt von L ist, folgt aus dem Satz, dass
unter der Bedingung (I) die stationdren Punkte von L® den stationdren Punkten von
L entsprechen. Durch den Satz ergibt sich zusétzlich, dass die stationéren Punkte von
L% Minima sind. Als néchstes wird eine Bedingung fiir den Abstieg hergeleitet.

Satz 3.5 (Abstiegsbedingung)
Mit AGy = % (AGy + AGZ) bekommen wir fir den Updateschritt s(y, A\, u) einen
Abstieg in L fir alle grofien positiven B, wenn die Bedingung

aBAG, > (1 + gNyy> (AG,) ™ <I + SNyy>
erfillt ist. Dafiir ist es hinreichend wenn

vap(l—p)> 1+§9 (IT)
gilt. Die Ungleichung (1) ist etwas stirker als die Ungleichung ().

Wenn die Bedingung (II) erfiillt ist, bekommen wir einen Abstieg in der erweiter-
ten Lagrangefunktion L. Der Schritt s fiihrt somit zu einem Abstiegsverfahren in
der Funktion L. Fiir einen stationdren Punkt (s = 0) ergibt sich, dass L* an die-
ser Stelle ein Minimum hat. Dadurch ergeben sich fiir das One Shot Verfahren zwei
Moglichkeiten. Zum einen kann es gegen —oo divergieren oder es konvergiert gegen
ein Minimum.

In Satz 3.5 wird immer noch ein B vorausgesetzt, das groft genug ist. Darauf wollen
wir im néchsten Abschnitt eingehen.
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3. One Shot Optimierung

3.3. Der Prakonditionierer B

Um einen Prékonditionierer herzuleiten, schauen wir uns wie in Hamdi et al. [7]| das
Minimierungsproblem

n&in Ly + Ay, A+ A\, u + Au) (3.1)

an. Aus der Lésung Au kann man durch die Gleichung Au = —B~!NI den Pri-
konditionierer B identifizieren. Um eine Losung fiir das Problem (3.1) zu erhalten,
betrachten wir die quadratische Approximation von L%:

1
min sTV L (y, \, u) + 5sTVQLa(y, A, u)s. (3.2)

s ist wie oben der Updateschritt. Die Minimierung findet nur fiir den Paramter Au
statt. Deshalb geniigt es, wenn man sich nur die Komponenten anschaut in denen Au
vorkommt. Wir erhalten die Funktion

1
E(Au) =AuTV, L + §(AyTVyuL“Au + ANV LOAu + AuTV L Au
+ Aul'V LAy + AuV,\LOAN) .
Die Hessematrix von L® ist symmetrisch, damit lassen sich die gemischten Terme
zusammenfassen

1
E(Au) =Au” (VL + Vo L*Ay + V2 L*AN) + 5AuTvuuLmu
1
~AUTV Ly + Ay, A+ AN, u) + 5AuTvuuLaAu .

Die Terme V,, L*Ay und V,\L*A\ konnen als die Entwicklung von V,L® gesehen
werden, wodurch sich die Approximation ergibt.
Die Ableitungen von F(Au) lauten

E'(Au) = Vo, L*(y + Ay, A\ + AN\, u) + Vi L*Au
E"(Au) = Voo L

Fiir das Problem (3.2) existiert ein Minimum, wenn V,,, L* positiv definit ist, dann
existiert auch (V,, L%)~! und wir erhalten fiir das Designupdate

Au = —(Vyu LYV, L2

In einem stationirem Punkt von L gilt, dass V,L? gleich N ist. Damit ergibt sich
die Gleichung
At = — (Vo L) NG (y, A, )T (3.3)

Den Priakonditionierer B kénnen wir nun mit V,,L® identifizieren. Wir wissen aber
noch nicht, ob diese Wahl ,,grofs genug” ist. Eine Bedingung dafiir wollen wir nun nach
Hamdi et al. [7] herleiten.
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3.3. Der Prékonditionierer B

Fiir die Herleitung nehmen wir an, dass B eine symmetrische positiv definite Matrix
ist. Der Gradient von L® hat die Form
a(Gy —I)"(G —y) + BNyy(Ny — A) + Ny — A
VLa(ya)‘vu): ﬂ(NyA_I)(Ny_)‘)—i_N)\_y
aGT(G —y) + 5N13;(Ny —A)+ Ny
Mit Ny = Gy, Ny = G und AG, = I — G, erhalten wir eine einfachere Darstellung
als Matrix Vektorprodukt
aAGgT, —I — BNy, 0
VLY (y, A\ u) =—Ms(y, \,u), mit M = —I ,BAG; 0
oG —-pNlL, B

Der Vektor s ist der Updateschritt. Die symmetrische Matrix My ist durch My =
$(MT + M) gegeben und hat die Form

aAG, —I1-2N,, -9G,
Mg =|—1~ gNyy BAG, _gNyu
T BNT
—3Gu 2Ny B

AG,, ist wie in Satz 3.5 definiert. Durch Mg kénnen wir eine neue Beziehung zu VL¢
herstellen, denn wir haben
1 1 1 1
—sT Mgs = —§8TMTS — §sTMs = §(VL“)T3 + §STVL“ =sTVL® (3.4)

wegen der Symmetrie des Skalarproduktes. )

Da B symmetrisch und positiv definit ist, konnen wir fiir B mit B2 die Cholesky
Zerlegung nach Werner [19] beschreiben. B > erfiillt die Gleichung B = B B2,

B3 verwenden wir um u zu skalieren. Wir definieren @ := B3wu. Der Updateschritt
s wird so zu dem Updateschritt § indem wir die dritte Komponente Au = —B~'NT
ersetzen durch Ad = B3 Au = —BféNuT. Fiir s ergibt sich

s = diag(I,I, B 2).

Daraus folgt fiir s” Mgs

sTMgs = §7 diag(I, 1, B~2 ) Mg diag(I, I, B~2)3 = 57 M3
mit
aAG, —1-%N,, -9G;
Mg = | ~I - gNyy BAG, _gNyﬁ
e g

In Mg verwenden wir die Abkiirzungen Gz = G, B ~3 und Nyiz = Ny, B =3 Mit diesen
Definitionen wurde in Hamdi et al. [7] der folgende Satz bewiesen.
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3. One Shot Optimierung

Satz 3.6
D¢ ist durch die 3 x 3 Matriz
at=p)  ~1=5 Nyl -5 Gl
D¢ = —1—§‘|Nyy” B(1—p) _§||NyaH
~$1Gal =5 IVl 1

definiert. Dann gilt fiir alle vi,vy € R™ und fiir alle v € R™
T T
vi]”  [w v [[o]]
va| Mg |v2| = ||lv2ll| De [ [vell
v3 v3 [[vs]| [[vs]]

Die positive Definitheit von D¢ wird in folgendem Satz beschrieben.

Satz 3.7
Wenn die Ungleichung

0 n\2
<\/>HG \|+\fuzvyu||> (1- )_m::o

gilt, dann ist Do eine positiv definite Matriz.

Jetzt konnen wir eine Bedingung fiir B herleiten. Die linke Seite der Ungleichung
in Satz 3.7 schitzen wir nach oben ab

(vVallGall + VB INyal) <max {va|Gall . v/B I Nyall

<], | () =

Fiir die Matrix (\/aGu \/BNyu) benotigen wir die QR Zerlegung nach Werner

[19].
JaG, )
=QR
(ﬂNyu “
mit Q € Rt ynd der oberen Dreiecksmatrix R € R™ ™. Fiir Q haben wir die

Identitit QTQ = I. Wenn wir QR nun in der Spektralnorm verwenden, bekommen
wir

N =

2

2 T 1
= max B 2 RTQT B2
= V(B ERTQTQRB )

-Jon

\/aGu> -1 ’
H<ﬁNyu b 2

2
—\/Amax(B~E RTRB}) = HRB—%

2
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3.3. Der Prékonditionierer B

Mit dem Satz A.1 erhalten wir nun, indem wir A = RB™3 setzten, die Gleichung

|rB~2 zz |RBRT|, .

Wir wollen diese Gleichung nach oben durch ¢ beschrinken um die Bedingung aus
Satz 3.7 zu erfiillen.

2
|rB73| = |[RB7'R"|, < |lo1]l, = o
&  RB'RT <01
1 1
& B»-RT'TR==-RTQTQR.
o g
Damit ergibt sich ein Ausdruck fir By in R™*™ mit
1
B > By := ;(aGgGu + BN Nyu) -

Die Parameter a und S miissen fiir diese Gleichung bestimmt werden. Mit der
Definition von By wurde in Hamdi et al. [7] der folgende Satz gezeigt.

Satz 3.8
Es sei |Gull3 # 0 dann wird die Punktion

_ HGUHS a+ ”Nyqu B

¢(a, B) aroe 2 [1Bolla
L=p- aB(1-p)
durch
5 3 o Nl 80+ §5)
- - 2 0
o a3y _ a0 1Gully (1= 35)
\/9 RN A

minimiert. Diese Wahl von 8 und o erfillt die Abstiegsbedingung (II).

Das o und 8 aus Satz 3.8 minimieren die Bedingung fiir By und damit erhalten
wir fiir ein bestimmtes B ein Minimum. Dieses minimale B resultiert in ein moglichst
grofes B~!. Der Updateschritt Au wird somit auch méglichst grof.

In Gleichung (3.3) haben wir B als V,,L* identifiziert. Fir V,,L* haben wir
angenommen, dass es positiv definit ist. Die Formel fiir V,, L% lautet

Vuul® = oG Gy + BN} Nyu + Nuu-
Angenommen N, ist positiv definit, dann erhalten wir
Vuul® = aGLG, + BNL Ny,
und somit
1 a 1 T T
Damit kénnen wir den Priakonditionierer festlegen
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3. One Shot Optimierung

Definition 3.9 (Der Prikonditionierer)
B definiert durch

1
B:= —V,L° (3.6)
g

ist nach Satz 3.7 und 3.8 ein Prékonditionierer fiir das Problem P, der einen
Abstieg fiir den Schritt s garantiert.

Zur Verdeutlichung der Definition schauen wir uns nocheinmal die Gleichung (3.4)
an. Mit dem definierten B wissen wir, dass die Matrix Mg positiv definit ist. Daraus
folgt, dass s7 VL? kleiner als 0 ist. Durch die Tailorentwicklung von L? in Richtung s

L (Y1, Mot 1, Ukr1) = L (Y, Mgy ug) + 57 VL®

bekommen wir die Ungleichung

LYt 15 Mot 1, Uk1) < L (Yry Ak ug) -

Aus dieser Ungleichung sehen wir, dass wir fiir das gewéhlte B einen Abstieg in L®
erhalten.

3.4. Berechnung des Prdkonditionierers

Da die Hessematrix von L% sehr aufwéndig zu berechnen ist, wollen wir sie durch
ein BFGS Update wie in Gauger et al. [15] anndhren. Die Annahme fiir das BFGS
Update lautet

BAu = Vo L*(y, \,u) Au = V, L*(y, \,u + Au) — VL (y, A\, u)
Der Ansatz ist, dass wir eine Matrix H* € R™*" definieren, die die Gleichung
Hy 1Ry = Auy mit Ry := Vo L (yk, Ak, uk + Aug) — Vo L (Yk, Ak, k).

erfiillen muss.
Nach Nocedal et al. [13] erhalten wir durch

1

Hy1 = (I — TkAukRZ)Hk(I — TkRkAug) + ’I”kAukAuZ mit r, = e
Rk Auk

(3.7)

eine Annihrung fiir B~!. Die Berechnung von Ry enthilt V,L% Der Gradient hat
die Form

VL = aAy" G, + BANTN,, + N, .

Die Ableitungen in V,L® werden mit AD berechnet. Ay’ G,, kann im Riickwiérts-
modus berechnet werden, da wir sofort das Produkt Ay’ G, berechnen kénnen. Die
zweite Ableitung AN N, sollte im Riickwirts-Vorwirtsmodus aufgerufen werden.
Damit kénnen wir, wie fiir Ay G, sofort die Verkniipfung der Hessematrix Ny, mit
AM berechnen. N, wertet man am Besten mit dem Riickwértsmodus aus, weil die
Funktion N keine vektorwertige Funktion ist.
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3.4. Berechnung des Prékonditionierers

Die Faktoren oo und g sind durch die Wahl von B gegeben.

p und 6 sind die einzigen Unbekannten in den Gleichungen fiir & und g . Fiir die
Abschiitzung von p und 6 schauen wir uns wie in Hamdi et al. [6] die Anderung in y
und X\ an. Die Anderung in v wird dort vernachlissigt.

p beschreibt die Konvergenzrate des iterativen Verfahrens GG. Daher haben wir fiir
p die Ungleichung

G (yr, uw) — G(ye—1, W) < pllye — yr—1]| -

Wir kénnen diese Ungleichung nach p umstellen und durch Ausdriicke Ay ersetzen,
denn in unserem Update ist yr = G(yx—1,ur—1). Mit einem Startwert pg ist das
Update von pg mit 7 € (0,1) durch

_ | Ayl
Pk+1 = maX{ HAykle ank}

definiert.
Die Approximation von # erhalten wir aus den ersten beiden Komponenten fiir das
Update s. Die Komponenten sind definiert durch

[Ayk—&-l] _ [ G(Yks uk) — Yn
ANgt1 Ny (Yre, Mgy ur) T — A

_ [ G(ye—1 + Ayk, ur) — G(Yk—1, uk—1) }
Ny (-1 + Ay, ANp—1 + A, ue) T — Ny(Yr—1, M1, up—1) T |

Wir kénnen nun in die Differenzen eine Approximation mit dem Gradienten einsetzen.
Es folgt

[Ayk+1:| ~ [Gy(yka)\kauk) 0 } [Ayk] _
ANgt1 Nyy (Yrs Ao ur)  Gy(Yrs Moy u) T | | AN

Diesen Vektor multiplizieren wir nun mit (A, Ayz)?. Es entsteht

T

AN Ayk—i—l} T T

=AM A — Ay AN

[—Ayzj [A)\kﬂ k AYk+1 Yk k+1

~AN. Gy Ay + Ayf Ny Aye — Ay GL AN,

Aufgrund der Symmetrie des Skalarproduktes erhalten wir die Ungleichung
AN Ay — Ayl Ay = Ayl Ny, Ayy

Diese Ungleichung kann man nun mit der Cauchy-Schwarzen Ungleichung abschétzen

| AN, Ayst — Ay M| ~ [Ayg Ny Aye] < [ Ayklly | Nyy Ayill < [ Nyy || | Ayrll3
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3. One Shot Optimierung

Es sei 7 € (0,1) wie oben gewéhlt und 6y ein Startwert. Dann ist

AN Aypyr — Ayl A |

, 7Ok}
| Ayll3

Or+1 = max{

das Update fiir 6.

Bisher wurde noch keine Approximation von ||Gy ||y und || Ny,||, vorgeschlagen, die
wir zur Berechnung von « und ( benétigen. Deshalb schlagen wir eine Approximation
auf Basis der induzierten Matrixnorm einer Vektornorm vor. Die induzierte 2-Norm
einer Matrix A ist definiert durch

[ Av|
[A]ly = sup 2.
w0 [[v]lz
Fiir diese Gleichung gilt die Ungleichung
A A
| Aw] <su 4] fiir alle u.
[[ul w20 V]|

Bei der Berechnung des Prikonditionierers B berechnen wir die Produkte Ay’ G,
und AT Ny, wir kénnen also eine Update fiir 1 = ||Gyl|y und v = || Ny,||, definieren
durch

Hi41 = max 7“AnguH2 Tk
1Ayell, ’

V41 — Inax 7“A)\£NyuH2 TV .
i ANy

Die Updates ug und v, unterschitzen die exakten Werte p und v. p und v werden in
der Berechnung von « und $ als Bruch 5 verwendet. Beide Werte werden unterschétzt,
dadurch kénnen wir ohne weitere Voraussetzungen keine Aussage dariiber treffen ob
wir den Bruch iiber- oder unterschétzen. Weiterhin wird der Bruch im Zéahler von «
und im Nenner von S verwendet. Damit kénnen wir nicht von vornherein sagen ob
eine Uber- oder Unterschiitzung des Bruchs sinnvoller ist. Bei der Verwendung der
Updates pur und vy ist deshalb Vorsicht geboten und eine genauere Analyse fiir das
zu l6sende Problem erforderlich.

Damit haben wir sémtliche Gleichungen und Definition zusammen, um den Préa-
konditionierer B = %VWL“ zu berechnen. In Kapitel 6 werden wir an diese Stelle
zuriickkehren und die Berechnung von B in dem Padge Code beschreiben. Dort fin-
det sich auch eine Ubersicht iiber alle Formeln, die wir fiir den Priikonditionierer
bendtigen.
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4. Differentiation von Padge

Der Padge Code ist uns im Rahmen des BMBF Projekts DGHPOPT vom DLR
Braunschweig zur Verfiigung gestellt worden. Der Code ist fiir die Lésung kompressi-
bler Stromungen geschrieben, fiir Problemstellungen, die keine Trivialbeispiele sind,
sondern in der Gréfenordnung von mehreren Millionen Freiheitsgraden liegen. Um
die Probleme in einer verniinftigen Zeit 16sen zu konnen, ist die Unterstiitzung fiir
verteiltes Rechnen implementiert. Teile des Codes werden daher parallel ausgefiihrt.
Deshalb héngt der Code von mehreren anderen Bibliotheken ab und kann nicht ohne
diese ausgefiihrt werden.

Dieses Kapitel wird zuerst eine Ubersicht iiber den Code geben. Dabei werden die
Abhéngigkeiten erklart und es wird auf die Struktur eingegangen. Darauf basierend
werden wir erkldren, welchen Weg wir fiir die Ableitung des Codes gewéhlt haben
und weshalb andere Varianten nicht in Frage kommen. Wir werden auch beschreiben,
welche Probleme bei der Ableitung auftraten und wie man diese hétte verhindern
konnen.

4.1. Struktur von Padge

Bei der Struktur wollen wir mit den Abhéngigkeiten des Padge Codes beginnen, da
diese makgeblich die Struktur und den Aufbau des Codes beeinflussen.

e NetCDF (Network Common Data Form) [12] ist eine Bibliothek zum Laden und
Speichern von Daten. Diese Daten werden maschinenunabhéngig gespeichert.
Jede so erzeugte Datei enthalt alle Daten um sich selber zu beschreiben.

e METIS [10] stellt Funktionen fiir die Zerlegung von Graphen und Finite Ele-
mente Gittern bereit.

e OpenCascade [14]ist ein Softwarepaket, das Methoden zum Einlesen und Be-
arbeiten von CAD Daten bereitstellt. Von dieser Bibliothek werden nicht alle
Pakte verwendet, sondern nur 20 von insgesamt 81.

e Sacado [17] ist Teil des Trilinos Projekts. Das Tool dient zum automatischen
Differenzieren von C++ Code. In Padge wird das Paket in vereinzelten Funk-
tionen fiir die Berechnung der Ableitung verwendet.

o deal.II (Differential Equations Analysis Library) [3] ist eine Bibliothek fur die
Berechnungen auf Finiten Elementen. Sie enthélt alle Funktionen um eine Finite-
Element-Methode zu implementieren und zu l6sen.
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4. Differentiation von Padge

e PETSc (Portable, Extensible Toolkit for Scientific Computation) [16] ist eine
umfangreiche Bibliothek fiir das Losen linearer und nicht linearer Probleme. Das
Paket definiert dafiir seine eigenen Datenstrukturen. Die Loser benutzen diese
Strukturen, um alle Berechnungen durchzufiihren.

e MPI (Message Parsing Interface) [11] ist ein Toolset, um ein Programm auf
mehreren Rechner parallel auszufiithren. MPI tibernimmt dabei die Kommuni-
kation zwischen den verschiedenen Prozessen.

Alle diese Pakete werden direkt in Padge benutzt. Da deal.Il die Grundlagen fir
Padge liefert, ist es nicht verwunderlich, dass PETSc und MPI zum gréfsten Teil durch
die Architektur von deal Il gefordert werden.

Bei jedem Code der numerische Probleme 16st, kann man die Bestandteile in zwei
Gruppen unterteilen. Die erste Gruppe setzt sich aus allen Klassen und Methoden
zusammen, die fiir die Berechnung des numerischen Problems zusténdig sind. Als
zweite Gruppe konnen wir die restlichen Bestandteile zusammenfassen. Hierbei han-
delt es sich meist um Ein- und Ausgabe von Informationen sowie die Aufarbeitung
der Dateien, die das zu losenden Problem beschreiben.

Fiir Padge konnen wir diese Unterteilung schon fiir die Bibliotheken durchfiihren,
von denen der Code abhéngt.

In die zweite Kategorie fallen NetCDF, METIS und OpenCascade. Jede dieser Bi-
bliotheken wird deshalb fiir die Ableitung keine Rolle spielen. Probleme sind rein
theoretisch nur bei der Ubergabe von Daten an die abgeleiteten Bestandteile zu er-
warten.

Die erste Kategorie wird durch deal.Il, PETSc, Sacado und MPI vertreten. Das
heifst, dass wir uns fiir die Ableitung von Padge auch mit diesen Bibliotheken befassen
miissen.

Intern ist Padge in keine Pakete oder verschiedene Namensbereiche (namespaces)
eingeteilt. Die logische Aufteilung findet durch eine Ordnerstruktur statt. Diese Ord-
ner beinhalten die Kategorien assemble, base, discretization, error _estimation, geo-
metry, postprocess, refinment, solutions, solver und test routines.

assemble umfasst alle Klassen, die die zu lI6senden Probleme beschreiben. Die Klasse
UserProblem (Benutzer Problem) ist das Kernstiick des Codes. Hier werden die Pa-
rameter, die das Problem beschreiben, eingelesen. Basierend auf diesen Parametern
wird das Programm initialisiert und die Berechnung wird gestartet.

Der Einstiegspunkt befindet sich in base. Dieser Ordner definiert hauptsichlich
grundlegende Werte und Funktionen die von allen Klassen verwendet werden.

geometry, refinement, discretization behandeln hauptsachlich die Verwaltung und
Erstellung der Gitterstruktur. Die restlichen Ordner error estimation, postprocess,
solution und solver behandeln die Aufstellung der Matrizen, der Vektoren und das
Losen der Problemstellungen.
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4.2. Das AD Tool DCO

DCO [2] ist ein Werkzeug zum Automatischen Differenzieren, das an der RWTH Aa-
chen von der Gruppe STCE (Software and Tools for Computational Engineering) um
Uwe Naumannn entwickelt wird.

DCO befindet sich zur Zeit noch in der Entwicklung und wurde uns vom STCE im
Rahmen dieser Arbeit zur Verfiigung gestellt. Die verschiedenen Bereiche von DCO
decken den Vorwartsmodus dco::t1s::type, den Vecktorvorwartsmodus dco::t1v::type,
den Riickwartsmodus dco::als::type und den Riickwértsvorwartsmodus dco::t2s als-
2type ab. Alle Modi kénnen eine Abhéngigkeitsanalyse wahrend des Vorwértslaufes
durchfithren. Der Vorteil der Abhéngigkeitsanalyse ist, dass man nur die Berechnun-
gen durchfithrt und die Werte speichert, die am Ende fiir die Berechnung der Ablei-
tung gebraucht werden. Die Tapegrofie wird so klein gehalten und ermoglich damit
die Ableitung grofserer Codeteile.

Ein weiterer Vorteil besteht in der Méglichkeit externe Funktionen in DCO einzu-
binden. Eine externe Funktion ist eine Codeblock, der nicht direkt von DCO diffe-
renziert wird, sondern wo der Benutzer eine differenzierte Variante bereitstellt. DCO
verwendet dann die von dem Benutzer bereitgestellte Ableitung der externen Funktion
fiir die Berechnung der vollstdndigen Ableitung.

4.3. Moglichkeiten fiir die Ableitung

In Kapitel 1 {iber das Automatische Differenzieren wurden zwei Wege beschrieben,
wie man AD in einen Code einbringen kann. In einem templatisierten Code ist es
moglich, den Basistypen zur Berechnung iiber das Templateargument zu bestimmen.
Ansonsten kann man durch ein Makro oder einen Typedef den globalen Basistypen
umschalten.

In Padge ist keine dieser beiden Varianten vorgesehen. Es wurde kein Basistyp
durch einen Typedef festgelegt, es wurden keine Klassen in einer templatisierten Form
bereitgestellt. Wir miissen uns also fiir einen der beiden Wege entscheiden und diesen
dann im gesamten Code umsetzen.

Fiir die Variante der Templates spricht ihre bessere Eignung fiir einen effizienten
Code. Wenn man einen Algorithmus schreibt, der nur von einigen Funktionen die
Ableitung braucht, kann man so fiir jede Funktion einzeln entscheiden, wie man sie
aufruft. Dadurch ergibt sich der Vorteil, dass man fiir jede Berechnung nur den Auf-
wand betreibt, den man fiir sein Ergebnis benotigt.

Mit der Definition des Basistypen durch einen Typedef hat man diese Freiheit
nicht. Fiir jeden Teil des Codes, der etwas ausrechnet, wir automatisch die Ableitung
aktiviert. Besonders im Vorwértsmodus wird immer die Ableitung mit berechnet, auch
wenn man sie fiir keine der aufgerufen Funktionen bendétigt. Der Riickwértsmodus
erzeugt weniger unnétigen Aufwand. Die Abhéngigkeitsanalyse in DCO reduziert den
Aufwand nochmals um einen Faktor fiir den Vorwarts- und Riickwértsmodus, jedoch
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4. Differentiation von Padge

ist der Aufwand auch dann héher, als wenn man nur das gewiinschte berechnet.

Fiir welche Methode man sich entscheidet, hingt noch von einem weiteren Faktor
ab. Je nachdem, wie gut man den zu differenzierenden Code kennt, kann man besser
beurteilen, welche Variante die bessere ist und wieviel Arbeit es machen wird, eine
der zwei Varianten zu implementieren.

Der Padge Code ist fiir uns vollkommen unbekannt. Darunter fallen auch die Ab-
héangigkeiten PETSc, Sacado und MPI. Nur im Umgang mit deal.II gibt es grundle-
gende Erfahrungen. Basierend auf dieser Unerfahrenheit, kann man kein Urteil iiber
den Aufwand der beiden Moglichkeiten treffen. Auch eine Sondierung der einzelnen
Klassen in die Kategorien, welche abgeleitet werden miissen und welche nicht, wird
man so nicht treffen kénnen.

Deshalb haben wir uns fiir eine Blackbox-Differentiation des gesamten Padge Co-
des und des deal.Il Codes entschieden. Diese Differentiation werden wir nicht mit
Templates durchfiihren, sonden mit einem Typdef. Die Griinde fiir diese Entschei-
dung sind die Folgenden. Fiir jede Klasse einzeln zu entscheiden, ob sie differenziert
werden muss, ist ohne Kenntnis iiber die Strukturen des Programmes sehr schwierig.
Diese Klasse dann in eine Templateklasse umzuwandeln, ist schon recht aufwéndig
und lasst sich nicht sehr gut automatisieren. Danach in dem gesamten Code nach
Abhéngigkeiten fiir diese Klasse zu suchen und jede Abhéngigkeit so umzuschreiben,
dass die neue Form der Klasse in korrekter Weise aufgerufen wird, ist nochmals mit
sehr viel Aufwand verbunden. Man kann das Suchen nach Abhéngigkeiten umgehen,
indem fiir das Template der Klasse ein Standart-Wert angegeben wird. Aber solche
Hilfskonstrukte sollte man vermeiden.

Tauscht man in jeder Klasse den Rechentyp durch den Typedef aus, bereitet man
jede Klasse schon indirekt auf die Templatisierung vor. Die gewéhlte Variante ist des-
halb eine Vorstufe der Aufarbeitung mit Templates. Wenn der Code mit dem Typedef
lauft, ergeben sich auch neue Analysemdglichkeiten, die vorher nicht gegeben waren.
Der Rechentyp muss nicht ein double oder Ahnliches sein. Es muss auch kein soge-
nannter aktiver Typ fiir AD sein. Der Rechentyp kann auch aus einer Analysestruktur
bestehen, die Informationen iiber das Programm sammelt. Die Differentiation mittels
des Typedef’s ist daher keine vergebliche Arbeit, sondern eine Vorstufe fiir die bessere
Differentiation mit Templates.

PETSc, Sacado und MPI finden oben keine Erwidhnung, da wir sie aus der Dif-
ferenzierung ausklammern méchten. Bei PETSc handelt es sich um einen Code, der
um ein vielfaches grofer und komplexer ist als der Padge Code. Diesen abzuleiten ist
sicherlich méoglich, aber an sich schon eine Mammutaufgabe. Nach dem ersten Ver-
stdndnis wird PETSc nur dafiir verwendet lineare Gleichungssysteme zu 16sen. Diese
Gleichungssysteme werden aus AD Sicht als Elementaroperation betrachtet. Diese
Elementaroperation leitet man separat ab um, die Ableitung im Padge Code mit den
Funktionen von PETSc zu implementieren.

MPI ist fiir die Parallelisierung der Berechnung zusténdig. Da es noch keine fertige
differenzierte Version von MPI gibt, miisste man MPI auch differenzieren. Jedoch
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verhélt es sich hier wie bei PETSc, dass diese Aufgabe sehr schwierig ist. Wir wissen
auch nicht, ob der Padge Code iiberhaupt differenziert werden kann. Deshalb ist es
sinnvoll in einem ersten Schritt, die Ableitungen fiir nur einen Prozess durchzufiihren
und erst danach fiir mehrere Prozesse.

Da Sacado selbst ein AD Werkzeug ist, muss man annehmen, dass Sacado in den
betreffenden Komponenten durch DCO ausgetauscht wird. Wir haben uns aber dafiir
entschieden, Sacado mit DCO abzuleiten. In Kapitel 1.6 wird erklért, dass diese Ab-
leitung bei einer theoretischen Betrachtung ohne Probleme funktionieren sollte und
beschrieben, dass ein abgeleitetes Programm, erneut durch den Vorwérts- oder Riick-
wartsmodus ableitbar ist. Wenn diese erneute Ableitung durch ein anderes AD Tool
stattfindet, macht das keinen Unterschied.

In den folgenden Abschnitten werden wir uns mit der Implementierung der Ab-
leitung durch DCO beschéftigen. deal.ll, Padge und Sacado werden so vollsténdig
differenziert. Auf die Sonderbehandlungen fiir PETSc und andere Codebestandteile
werden wir auch eingehen.

4.4. Die Differentiation von deal.ll

deal.Il besteht wie Padge aus kleineren Programmteilen, auf die wir nicht naher ein-
gehen. In diesem Abschnitt besprechen wir nur Besonderheiten des Codes, die wir bei
der Differentiation zu beachten hatten.

Begonnen wurde mit der Definition des Basistyps. deal.Il wird mit den autoconf
Tool konfiguriert. Dabei wird aus der Datei config.h.in die Datei config.h erstellt.
Diese Konfigurationsdatei enthélt alle grundlegenden Einstellungen fiir das Projekt.
Wenn wir in config.h.in den Typedef fiir den Rechentypen einfiigen, sollte er in allen
Dateien des Projekts sichtbar sein. Ansonsten bindet man die Datei config.h ein. Die
Definition sieht folgendermafen aus:

basetype DCO declaration
#include "../../../dco/include/dco.hpp"
#include "dco _add.h"

typedef dco::tls::type BASE TYPE;
typedef dco::tls::type LONG _BASE TYPE;

In dieser Typendeklaration ist dco::t1s::type durch einen beliebigen anderen Typen
ersetzbar. dco_add.h enthélt speziellen Funktionen, die nicht in DCO definiert wur-
den, die wir aber fiir deal.Il benétigen. Dabei handelt es sich um Konvertierungen
zu einem Integer. Da sich DCO noch in der Entwicklung befindet, sind noch keine
unterschiedlichen Rechentypen méglich. Deshalb bilden wir die zwei Genauigkeiten
auf dieselbe Préizision ab. Auf die Definition eines SHORT BASE _TYPE wurde ver-
zichtet. Unter den jetzigen Bedingungen entstehen zu viele doppelte Deklarationen.

Nachdem wir die Typendeklaration fiir den Basistypen eingefiigt haben, wurde jedes
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Vorkommen von long double durch LONG BASE TYPE ersetzt und double durch
BASE TYPE. Mit diesem Schritt beginnt nun das Erstellen des Projekts. Dafiir soll-
te man vorher einen Schritt zuriick gehen und in dem typedef die normalen Typen
verwenden. Dadurch findet man alle Fehler, die durch die reine Ersetzung entstanden
sind.

Beim Erstellen des Programmcodes mit den DCO Typen ergeben sich je nach Co-
destruktur andere Fehler. Der hdufigste besteht in den expliziten Konstruktoren von
Klassen. Die Zuweisungen

Matrix A

= 0.0;
Matrix B(0.0

) s

werden nicht mehr funktionieren. Die Matrix bendtigt fiir den Konstruktor einen
BASE TYPE. Im oberen Fall erhélt sie aber einen double Wert. Solche Ausdriicke
muss man durch

Matrix A = BASE TYPE(0.0) ;
Matrix B(BASE TYPE(0.0));

ersetzen.

deal .IT spezifisch ist die Handhabung der Vektor- und Matrixklassen. Diese konnen
durch einen Templateparamter einen beliebigen Rechentypen benutzen. Die Klassen
wurde aber nicht im Header implementiert, wie es fiir Templateklassen tiblich ist, son-
dern durch explizite Template-Instantierung in einer Sourcecodedatei. Normalerweise
ist das kein Problem aber in deal.II werden auch die Verbindungen von verschiedenen
Rechentypen deklariert. Die Spezialisierungen werden explizit in den Sourcecodeda-
teien instanziiert. Zum Beispiel werden in der Datei precondition block ez.cc die
folgenden Instanziierungen fiir die Methode vmult vorgenommen:

template void
PreconditionBlockJacobi<SparseMatrixEZ<float >, float>
:: vinult<BASE TYPE> (Vector<BASE TYPE> &, const Vector<BASE TYPE> &)
const ;
template void
PreconditionBlockJacobi<SparseMatrixEZ<BASE TYPE>, float>
srvmult<float> (Vector<float> &, const Vector<float> &) const;
template void
PreconditionBlockJacobi<SparseMatrixEZ<BASE TYPE>, float>
s vimult<BASE TYPE> (Vector<BASE TYPE> &, const Vector<BASE TYPE> &)
const ;
template void
PreconditionBlockJacobi<SparseMatrixEZ<BASE TYPE>, BASE TYPE-
;:vmult<float> (Vector<float> &, const Vector<float> &) const;

Man sieht hier die Beziehungen zwischen float und vorher double. Durch die Erset-
zung von double haben wir nun das Problem, dass die Konvertierung unserer aktiven
Typen zu float nicht existiert. Daher miissen solche Codebestandteile auskommentiert
werden.
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Die Spezialisierungen fiir verschiedene Rechentypen werden ansonsten durch fol-
gende Dateienarten generiert:

for (S1, S2 : REAL SCALARS)
{

template S1 Vector<S1>::DEAL II. MEMBER OP_TEMPLATE INST
operator*<S2>(const Vector<S2>&) const;

template

void Vector<S1>::reinit <S2>(const Vector<S2>&, const bool);
template

void Vector<S1>::equ<S2>(const S1, const Vector<S2>&);
template

void Vector<S1>::scale<S2>(const Vector<S2>&);

}

REAL SCALARS ist eine Liste mit verschiedenen Typen. Die for Schleife wird fiir
jede Kombination aller, der in der Liste enthaltenen Typen, aufgerufen.

Als Beispiel sollen in der Liste REAL SCALARS die zwei Werte double und float
stehen. Dann wird der Textblock fiir die Kombinationen (double, double), (float, dou-
ble), (double, float) und (float, float) erstellt.

Zur Zeit brauchen wir nur die Version, die die Elemente mit sich selbst verkniipft.
Deshalb wurde das zweite Argument aus der for Schleife entfernt. Dadurch erhalten
wir:

for (S : REAL SCALARS)

{
template bool Vector<S>::DEAL I MEMBER OP TEMPLATE INST

operator=—<S>(const Vector<S>&) const;

}

Wie in jeder Portierung gibt es noch weitere kleinere Probleme. Meist sind diese
Sachen sehr C++ spezifisch und lassen sich nur mit den Feinheiten von C--+ [18|
16sen.

Als Abschluss geben wir noch eine Statistik iiber die Codezeilen an.

Codezeilen + Kommentare ohne Boost mit Boost
Insgesamt 219235 955674
Veréndert nach Ersetzung 5440 (2,5%) | 5440 (0,5%)
Veréndert nach erfolgreicher Compilierung | 8719 (4,0%) | 8793 (0,9%)

Die Werte wurden mit dem Tool cloc erstellt und dienen zur Anschauung des Auf-
wandes. Leerzeichen wurden ignoriert. Die Unterscheidung mit und ohne Boost wurde
wegen des Umfangs der Boost Dateien vorgenommen. In Padge werden nicht alle Da-
teien der Boost-Bibliothek verwendet. Deshalb verwischt diese Bibliothek die Verhélt-
nisse in dem Code. Fiir den Rest der Programmbestandteile gilt, dass die Umstellung
auf fast alles einen Einfluss hat.
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4.5. Grundlegende Anderungen in Padge

Mit dem Padge Code wurde nach demselben Prinzip wie bei deal.Il verfahren. In der
Datei global_include.h wurde wieder BASE TYPE und LONG_BASE TYPE de-
finiert und long double sowie double wurden durch die entsprechenden Typen ersetzt.
Danach begann die Compilierung des Programmcodes.

Hier trat sehr viel haufiger das Problem der expliziten Konstruktoren auf als bei
deal.Il. Durch die fehlende Templatisierung gab es keine Probleme mit Typenkonver-
tierungen. Dafiir traten Probleme an den Stellen auf, an denen die durch deal.Il be-
reitgestellten Konvertierungen genutzt wurden. Dort musste die Berechnung in einer
geringeren Genauigkeit entfernt werden. Die Berechnung wurde dann in der normalen
Genauigkeit ausgefiihrt.

Andere Probleme gab es hauptséchlich mit Sacado und PETSc, die wir in eigenen
Absétzen behandeln. Weitere kleinere Probleme traten auf, diese sind aber meist
trivial nachdem man sich mit den Feinheiten von C++ [18| beschéftigt hat. Deshalb
werde wir auf diese nicht weiter eingehen.

4.6. Differenzieren von Sacado in Padge

Die Methoden, in denen Sacado benutzt wird, wurden so geschrieben, dass der Sacado
Typ als ein Typedef oder Templateargument vorlag. Dadurch hétte man sehr einfach
den Sacado Typen durch einen DCO Typen ersetzten kénnen. DCO unterstiitzt noch
keine Verschachtelungen von AD Typen.

Mit der Verschachtelung ist gemeint, dass wir in einer Methode einen AD Ty-
pen verwenden, um ein Ergebnis zu berechnen, das als double zuriickgegeben wird.
Wir wollen den Code jetzt so dndern, dass die Methode mit einem beliebigen Typen
rechnet. Der Riickgabewert muss dann dem neuen Typen entsprechen. Als Schlussfol-
gerung ergibt sich, dass das AD Tool, das in der Methode verwendet wird, mit dem
neuen Typen rechnen muss.

Dieses Ineinander-Einsetzen von AD Typen ist in DCO noch nicht moglich. Die
einzige Losung wére, dass man fiir den Basistypen einen Ableitungsgrad wihlt, der alle
Moglichkeiten von Ableitungen beinhaltet. Der Nachteil dieser Losungsmoglichkeit
besteht allerdings darin, dass der Rechenaufwand fiir die gesamte Anwendung steigt
und dass man mehr Sonderbehandlungen fiir die Ableitungen bendtigt.

Sacado wurde so geschrieben, dass man verschiedene Sacado Typen ineinander
einsetzen kann. Als Beispiel kann der normale Vorwértsmodus von Sacado genutzt
werden, um zweite Ableitungen zu berechnen. Normalerweise wird in dem Sacado
Vorwiartstypen ein double als Templateparameter iibergeben. Wenn wir anstelle des
double’s den Sacado Vorwértstypen iibergeben, konnen wir zweite Ableitungen mit
Sacado berechnen.

Intern arbeitet Sacado sehr viel mit diesen Strukturen und erlaubt so eine gute
Anpassung an die Bedingungen des Benutzers. Bei der Verwendung eines DCO Typen
als Templateparameter fiir die Sacado Typen bekommt man Fehlermeldungen des
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#define SACADO_ BUILTIN SPECIALIZATION(t)
template <> struct ScalarType< t > {
typedef t type;
e
template <> struct ValueType< t > {
typedef t type;
b
template <> struct ScalarValueType< t > {
typedef t type;
I
template <> struct IsADType< t > {
static const bool value = false;
I
template <> struct IsScalarType< t > {
static const bool value = true;
H
template <> struct Value< t > {
static const t& eval(const t& x) { return x; }

}s

-

Abbildung 4.1.: Sacado Makro fiir die Definition der Basistypen (Version 9.0.8)

Compilers, dass er Werte wie Sacado::Scalar Type<dco::t1s::type>::type nicht finden
kann.

In der Dokumentation von Sacado ist nicht direkt beschrieben, wie ein eigener Typ
fiir die Berechnung in Sacado hinzugefiigt wird. Ein Blick in die Doxygen Dokumen-
tation der Klasse Sacado::Fad::DFad zeigt, dass diese Klasse Sacado::Scalar Type<t>
definiert. ScalarType wird in der Datei Sacado Traits.hpp beschrieben. Diese Datei
beinhaltet das Makro aus der Abbildung 4.1. Mit diesem Makro kénnen wir einen neu-
en Typen fiir die aktiven DCO Typen einfiigen indem wir in der Datei global_include.h

SACADO_BUILTIN SPECIALIZATION (BASE TYPE)

aufrufen. Die fehlenden Information fiir Sacado werden mit diesem Makro definiert
und der Compiler hat fiir Sacado keinen Fehler mehr produziert.

4.7. Differenzieren von PETSc in Padge

Eingangs wurde erwahnt, dass PETSc wahrscheinlich nur fiir das Losen linearer Glei-
chungssystem benétigt wird. Diese Vermutung hat sich beim Kompilieren des Codes
nicht bestéatigt. In Padge wurde die MPI Fahigkeit iiber PETSc hinzugefiigt. In Teilen
des Codes wird deshalb von einer Berechnung mit Basistypen auf eine Berechnung mit
PETSc Vektoren umgestiegen und teilweise wird der Vektor- und Matrixtyp fiir die
Berechnungen als Templateargument bzw. Typedef angelegt. Der Code kann so mit
deal.Il Vektoren oder PETSc Vektoren aufgerufen werden. Der Code enthélt spezielle
Weichen, die die Ausfithrung mit MPI und PETSc konfigurieren und handhaben.
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// Basic typedefs:
#if defined (USE_PETSC)

typedef dealii:: PETScWrappers::MPI:: SparseMatrix SEQBAIJ
PETSc_SparseMatrix;
typedef dealii:: PETScWrappers::MPI:: Vector PETSc_ Vector;
#endif

typedef SparseMatrix<MIYPE> Dealll SparseMatrix;
typedef Vector<double> Dealll Vector;

// Typedefs depending on compiler
// options:

#if defined (USE_PETSC) && !defined (PETSC_USE SINGLE)
typedef PETSc_ SparseMatrix PSparseMatrix;
typedef PETSc Vector PVector;

#endif

#if defined (USE_PETSC) && defined (PETSC_USE_ SINGLE)
typedef PETSc_ SparseMatrix PSparseMatrix;
typedef Dealll Vector PVector;

#endif

#if !defined (USE_PETSC)
typedef Dealll SparseMatrix PSparseMatrix;
typedef Dealll Vector PVector;
#endif

Abbildung 4.2.: Definitionen der Matrizen und Vektoren fiir verschiedene Compiler-
optionen von Padge

Der PETSc Vektor ist nicht der in PETSc definierte Pseudotyp Vec, sondern eine
Wrapperklasse aus deal.Il. Diese Wrapperklasse stellt ein PETSc Vec Objekt als einen
deal.IT konformen Vektor bereit. Einem Code, der mit deal.Il arbeitet, wird dadurch
ermoglicht, MPI und PETSc zu verwenden. Dieselben Mdoglichkeiten werden auch fiir
Matrizen bereitgestellt.

Durch die Entscheidung, PETSc nicht mit AD zu behandeln, konnten wir die PE-
TSc Vektoren in der AD Version von Padge nicht mehr verwenden. In der Datei
vector type.h werden fiir verschiedene Compilereinstellungen die Definition fiir die
Vektoren und Matrizen gesetzt. In ihrer Grundform enthélt die Datei die in Abbil-
dung 4.2 gezeigten Definitionen. Das P in PSparseMatriz und PVector steht nicht fiir
PETSc, sondern fiir Parallel. Man kann anhand der Definitionen sehen, dass bei einer
Erstellung von Padge ohne PETSc die normalen deal.Il Varianten benutzt werden. In
der Erstellung mit PETSc werden die deal.Il Wrapper fiir PETSc verwendet.

Wir haben nun probiert Padge, ohne PETSc zu kompilieren. Dieser Test hat er-
geben, dass einige Funktionalitdten in Padge nicht mehr verfiighar sind. Darunter
fiel auch das Backward Euler Verfahren, das wir zum Losen der nichtlinearen Navier
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Stokes Gleichungen benutzen wollten. In diesem Verfahren wird auch der Loser fiir
die entstehenden linearen Gleichungssysteme bereitgestellt.

Man konnte auch nicht die deal.II Vektoren und Matrizen in denCodepfaden fiir die
PETSc Variante von Padge benutzen, da in diesen Funktionen der PETSc Wrapper
fehlen.

Das Problem wurde mit dem Einsatz von zwei neuen Klassen fiir die Vektoren und
Matrizen gelost. Die Klasse des Vektors wurde von dem deal.Il Vektor abgeleitet, die
der Matrix von der deal.Il Sparse Matrix. Die zusétzliche Funktionalitit beschriankt
sich auf die Verwaltung der MPI spezifischen Werte und das Fiillen der Matrix. Dabei
handelt es sich um das Kommunikationsobjekt fiir die verschiedenen MPI Prozesse
und die lokale Grofse des Vektors oder der Matrix. Die lokale Grofe gibt an, wie viele
Eintrdge des Objekts fiir den lokalen Prozess gespeichert werden. In unserem Fall ist
die lokale Grofe immer gleich der Dimension des Vektors oder der Matrix, da wir uns
auf einen MPI Prozess beschranken.

Die Matrix Klasse hatte noch die Besonderheit, dass die Sparse-Struktur fiir die
normalen deal.Il Matrizen anders aufgebaut wird als fiir die PETSc Matrizen. Dieses
besondere Verhalten, musste in der Implementierung beriicksichtigt werden.

Die beiden neuen Klassen konnten ohne grofiere Schwierigkeiten in dem Padge Code
verwendet werden. An einigen Stellen im Code wurden anstatt des PVectors oder der
PSparseMatriz die PETSc Varianten direkt verwendet. An diesen Stellen musste die
globale Definition eingefiigt werden, dadurch waren auch diese Stellen kein Problem
mehr.

Mit diesen neuen Vektoren und Matrizen konnte nun der gesamte Padge Code kom-
piliert werden. Die einzigen Ausnahmen waren Codebestandteile, die auf Routinen von
PETSc zuriickgreifen. In diesen Routinen werden die PETSc eigenen Vektoren und
Matrizen verlangt. Die von uns neu erstellten Klassen funktionieren an diesen Stel-
len nicht. Man muss nun die Ableitung der PETSc Routinen selbst implementieren.
Diese manuelle Implementierung wurde nur fiir den nichtlinearen Loser in Padge vor-
genommen. An zwei anderen Stellen fiir einen generellen Loser und einen Matrixfreien
wurden die PETSc Befehle ausdokumentiert und ein Fehler wird erzeugt, falls eine
Konfiguration von Padge diese Methode aufruft.

Der nichtlineare Loser in Padge heifit snes newton. Er greift sehr stark auf die
Routinen des PETSc SNES Losers zuriick. Mathematisch beschreiben wir den Newton
Schritt durch

d =J(xx) " R(zy) mit d € R”, R(x) € R", J(z) € R™™ und
Tpr1 =T — d mit x;, € R™.
Fiir den PETSc SNES wird dieser Schritt in drei Methoden aufgeteilt. formFunction
berechnet R(x), formJacobi J(z) und lineSearch fithrt den Schritt zx1 = x; — d aus.

Durch diese Strukturierung in PETSc haben wir auch dhnliche Funktionen in Padge.
In dem Kapitel iiber AD haben wir in der Abbildung 1.7 die Ableitung eines Newton
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PetscErrorCode NewtonAlgorithm :: formFunction (SNES /#snesx/, Vec x, Vec
f, voidx dummy) {
SolverStatus <ProblemType, VECTOR>x status =
reinterpret cast<SolverStatus<ProblemType, VECTOR>#>(dummy) ;

// compute residual:
ProblemType& op = status—>equation operator;
op.compute residual (x);

// copy contents back again:
PetscErrorCode ierr;
ierr = VecCopy(op.get residual(), f);
Assert (ierr =— 0, ExcPETScError(ierr));

return 0;

Abbildung 4.3.: Berechnung des Residuums in Padge

Schritts fiir den Vorwartsmodus aufgefiihrt. Die Funktionen f und F' in der Abbildung
1.7 kénnen wir mit dem Aufruf von formFunction und formJacobi identifizieren.

Fiir das Residuum R wird der Code in Abbildung 4.3 verwendet. Die Abbildung
4.4 zeigt die differenzierte Variante. Wir sehen, dass der Unterschied zwischen der
normalen und der differenzierten Variante in den Methoden petsc VectorToDCO Vector
und dco VectorToPetscVector besteht. Fiir die Funktion formJacobian bekommen wir
genau dieselbe Verdnderung.

Damit sind die ersten beiden Zeilen in Abbildung 1.7 abgehandelt. Nachdem der
SNES Loser diese beiden Methoden aufgerufen hat, 16st er das Gleichungssystem. Das
resultierende d aus der Abbildung wird der Funktion lineSearch iibergeben. In dieser
Funktion wird das Update in x ausgefithrt. Der Code der normalen Version wird in
Abbildung 4.5 etwas verkiirzt dargestellt. In diesem Code miissen wir d berechnen
und das Update in & durchfiithren. Die so entstandene differenzierte Variante wird in
Abbildung 4.6 gezeigt.

Die differenzierte Version unterscheidet sich nur in den neuen Berechnungen von
der normalen Version.

4.8. Abschluss

Durch die beschriebenen Schritte konnte der differenzierte Padge Code kompiliert
werden. Die grofsten aufgetretenen Probleme wurden in vorausgehenden Abschnitten
beschrieben.
Der nun fiir die Ableitungen aufbereitete Code muss noch getestet werden. Wie das
gemacht wird und was zu beachten ist, schauen wir uns im néchsten Kapitel an.
Zum Abschluss dieselbe Statistik wie fiir den deal.Il Code iiber die verdnderten Co-
dezeilen. Die Zahlen wurden mit dem Tool cloc erstellt. Leerzeichen wurden ignoriert.
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PetscErrorCode NewtonAlgorithm :: formFunction (SNES /#*snes*/, Vec x, Vec
f, void* dummy) {
NewtonAlgorithms* algorithm =
reinterpret cast<NewtonAlgorithm > (dummy) ;
SolverStatus <ProblemType, VECTOR>% status = (&algorithm—>status);

algorithm —>solutionVector = x;
petscVectorToDCOVector (algorithm —>solutionVector
algorithm-—>ad _solutionVector, algorithm-—>solution);

// compute residual:
ProblemType& op = status—>equation operator;
op.compute residual(algorithm-—>solution);

dcoVectorToPetscVector (op.get residual(),
algorithm-—>residualVector , algorithm-—>ad residualVector);

// copy contents back again:

PetscErrorCode ierr;

ierr = VecCopy(algorithm—>residualVector, f);
Assert (ierr = 0, ExcPETScError(ierr));

return 0;

Abbildung 4.4.: Berechnung des Residuums im differenzierten Padge

PetscErrorCode NewtonAlgorithm ::lineSearch (SNES snes ,

{

double omega = 1.0;

/) x =2k, y=d, w=ux k+1
stepsize estimation—>slcontrol.perform step(x, omega, y, w);

Abbildung 4.5.: Durchfiihrung des Newtonschrits in Padge
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PetscErrorCode NewtonAlgorithm::lineSearch (SNES snes ,

{

// calculate the ad version of the direction
algorithm—>ad jacobiMatrix.vmult(v_ad, v);
v_ad — algorithm—>ad_residualVector;

algorithm-—>ierr = KSPSolve(algorithm-—>ksp, v_ad, v_ad);
BASE TYPE omega = BASE TYPE(1.0) ;
/) =z k, y=4d, w=zx_k+1

stepsize estimation—>slcontrol.perform step(x, omega.v, y, w);

// do the step for the the ad computation

stepsize estimation—>slcontrol.perform step(
algorithm-—>ad _solutionVector, omega.v, y ad, w_ad);

algorithm—>ad _ solutionVector = w_ad;

Abbildung 4.6.: Durchfiihrung des Newtonschrits im differenzierten Padge

Codezeilen + Kommentare Anzahl
Insgesamt 132586
Verdndert nach Ersetzung 6962 (5,3%)
Verédndert nach erfolgreicher Compilierung | 8874 (6,7%)
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Codes

5.1. Maoglichkeiten der Verifikation

Die Ableitung fiir eine reell analytisch gegebene Funktion lésst sich durch die Ab-
leitungsvorschriften herleiten, wenn wir wissen, dass fiir die Funktion eine Ableitung
existiert.

Fiir die Ableitung, die wir in einem Programm bilden, haben wir zwei Mo6glichkeiten
zur Validierung. Falls das Programm nur fiir die Auswertung der Funktion zustédndig
ist, besteht die erste Moglichkeit darin, dass die durch AD berechnete Ableitung mit
der analytischen verglichen wird.

Sobald das Programm die Funktion nicht mehr exakt ausrechnen kann, einen ande-
ren Weg zur Berechnung beschreitet oder keine Funktion gegeben ist, die die Berech-
nung des Programmes beschreibt, kann man diesen Vergleich nicht mehr durchfiihren.

Bei der Losung dieses Problems helfen uns die Finiten Differenzen weiter. In der
Einleitung zu dem Kapitel iiber das Automatische Differenzieren haben wir kurz die
Probleme der Finiten Differenzen dargestellt und dargestellt wieso man sie nicht ver-
wendet. Da sie sich aber sehr einfach berechnen lassen, kann man sie als Vergleichs-
objekt heranziehen.

Definition 1.1 beschreibt die Richtungsableitung. Eine Formel fir die Finiten Dif-
ferenzen bekommen wir, indem wir ein h € R fixieren und eine Richtung d € R™ mit
||d|| = 1 festlegen. Dadurch entsteht

f(zo+ hd) — f(xo)
. )

Wenn wir in diese Formel fiir d die Einheitsvektoren eq, ..., e, einsetzen erhalten
wir eine Approximation des Gradienten V f der Funktion. Wir nennen diese Appro-
ximation Vpp f.

Fiir die Berechnung mit AD haben wir in den Definitionen 1.13 und 1.15 den
Vorwiarts- und Riickwértsmodus beschrieben. Aus den jeweils folgenden Sétzen wis-
sen wir, dass mit AD die exakte Ableitung der Funktion in Maschinengenauigkeit
berechnet wird. Damit haben wir die zwei Formeln

f(zo)td ~ (FD)

j =V f(x)i,
z=VfT(x)y.
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5. Verifikation des differenzierten Codes

Durch eine geeignete Wahl von & und 4§ bekommen wir mit diesen Gleichungen den
Gradienten von f. Den Gradienten durch den Vorwértsmodus nennen wir Vg f und
den durch den Riickwértsmodus Vg f.

Fiir diese drei Gradienten muss nun die Gleichung

Vrf(z) = Vrf(z) ~ Vrpf(z)

fiir ein x € R™ erfiillt sein. Mit dieser Gleichung kénnen wir die Ableitung, die wir
mit AD berechnen mit den Ableitungen, die durch eine Finite Differenz berechnet
werden, vergleichen.

Fiir das Programm, das wir ableiten, kénnen wir annehmen, dass es hinreichend
gut getestet ist. Es wird in seinen Berechnungen keine Fehler haben und somit sollten
die Finiten Differenzen ohne Probleme berechenbar sein und eine gute Approximation
der Ableitung im Bereich ihrer Moglichkeiten geben.

Damit haben wir eine Moglichkeit, die Ableitung des differenzierten Programmes
zu testen. Doch welche Erwartungen kann man an das Ergebnis dieses Tests stellen?

Es sei f : R® — R e¢ine differenzierbare Funktion, dann ist der Gradient von f
ein Vektor im R". Die Normen ||V f(z) — Vrpf(z)|, und |[Vrf(z) — Vepf(z)|ly
beschreiben den Fehler der Gradienten. Vg f(z) und Vg f(z) sollten sehr nahe bei dem
exakten Gradienten liegen. Vpp f(z) liegt je nach gewéhltem h néher oder weiter weg
von dem exakten Gradienten. Fiir grofte h erwarten wir deshalb aufgrund des grofen
Abstandes eine schlechte Approximation des Gradienten. Fiir kleine h erwarten wir
aufgrund von Ausléschung ebenfalls eine schlechte Approximation des Gradienten.
Fiir eine Abbildung des Fehlers gegeniiber der Schrittweite erwarten wir deshalb eine
V-Kurve.

Wenn wir unsere durch AD berechneten Ableitungen mit den Finiten Differenzen
vergleichen, sollten wir diese V-Kurve erhalten, wenn die Berechnungen keinen Fehler
enthalten. In Abbildung 5.1 wurde fiir die Funktion

fa(@y,.yzy) =2 232l

der Fehler der Finiten Differenzen gegen die exakte Ableitung fiir d = 1,2 und 5
gezeichnet. Auf der x-Achse sind die Schrittgrofen fiir die Finiten Differenzen ange-
geben. Die y-Achse stellt den Fehler ||V f; — Vppfql| dar. Fiir 2 und 5 kann man
deutlich die V-Kurve sehen. In dem Fall d = 1 ist f eine lineare Funktion fiir die ein-
zelnen Komponenten. Bei linearen Funktionen sind die Finiten Differenzen aufgrund
der Definition der Finiten Differenzen sehr genau.

5.2. deal.ll

Die Verifikation der Ableitungen von deal.Il haben wir anhand des 12. Beispiels aus
der deal.Il Dokumentation durchgefiihrt. Das 12. Beispiel 16st eine lineare Transport-
gleichung auf dem Einheitsquadrat. Die Definition des Problems lautet
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100 —— . . . . I
N

0.01 |
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16-06 |
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le-12 | ™
le-14 |

le-16 L . . . . . -
1e-16 le-14 1le12 1lel0 1e08 1e06 0.0001 0.01 1

FD Schrittweite

|V fa— VEDpfdll

Abbildung 5.1.: Fehler der Finiten Differenzen fiir die Testfunktion f; = 2¢-2%-....-x¢

div(fu) =0 auf Q := [0, 1)?,
Uu=g auf I'_ .

B beschreibt die Stromungsrichtung und ist definiert durch

B(x) ZZL(—@’Q, x1) .

]

Der Rand T'_ ist durch die Randelemente bestimmt an denen wir eine Einstromung
haben.

I :={zel,pz) n(x) <0}
g =1 fiir z € Tt :=[0,0.5] x {0}
g =0 fir z € T_\TL

In dem Beispiel wurden fiir die Berechnung der Finiten Differenzen und der Ablei-
tung das grobste Gitter gewéhlt. Als Ergebnis erhalten wir fiir das Transportproblem
die Funktion u : €2 — R, die durch die diskrete Losung u;, dargestellt wird. Diese dis-
krete Losung wird aus den Basisfunktionen der Finiten Elemente und den Gewichten
A berechnet.
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100 F— : : —_—
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FD Schrittweite

Abbildung 5.2.: Finiten Differenzen gegen AD Vorwiérts und Riickwérts fiir deal.Il.
Die Kurven iiberlagern sich, zeigen aber die erwartete V-Kurve.

Die Parameter, nach denen wir ableiten wollen, sind die Gitterpunkte der Diskreti-
sierung. Jeder Gitterpunkt liefert 2 Freiheitsgrade: einen fiir die x-Richtung, einen fiir
die y-Richtung. Die Freiheitsgrade der Gitterpunkte bezeichnen wir mit dem Vektor
x € R™. Damit kénnen wir fiir A schreiben, dass es von z abhéngt, da das Gitter in
die Berechnung der Finiten Elemente eingeht. Die Definition der Testfunktion

f(@) = [IA@)ll

gibt uns eine reelle Funktion, fiir die wir die Finiten Differenzen mit dem Vorwérts-
und Riickwartsmodus von AD vergleichen kénnen.

Die Finiten Differenzen wurden fiir jeden Freiheitsgrad in z an 100 Stellen ausge-
wertet. Die Schrittweite liegt im Bereich von [10715,1071] .

Die Grafik 5.2 zeigt eine sehr schone V-Kurve fiir den Riickwérts- sowie fiir den
Vorwértsmodus. Damit konnen wir sicher sein, dass bei der Differentiation des deal.Il
Codes keine groben Fehler entstanden sind.

AD sollte fiir Vigf und Vg f gleiche Werte liefern. Der Fehler fiir |V f — Vgrf||
liegt bei 10~1°. Damit unterscheiden sich die Kurven kaum. Beide Modi funktionieren
daher gleich gut.
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5.3. Padge

Die Problemstellung in Padge besteht aus dem Gebiet Q C R2?, fiir das die Rénder
I'so den Fernfeldrand und I, das Fliigelprofiel beschreiben. Fiir die Rander gilt

00 =T UL, .

Fiir das Gebiet 2 soll die Navier-Stokes-Gleichung (NV) erfiillt sein. Damit gilt die
Gleichung
Nv(y) =0 auf .

y beschreibt den Vektor der konservativen Variablen.

Fiir die Stromung um den Fliigel legen wir einen Anstellwinkel « fest. Der Anstell-
winkel beschreibt, wie der Fliigel im Verhaltnis zum Luftstrom liegt. Dadurch kénnen
wir die Randbedingungen fiir das Gebiet () beschreiben.

Auf dem Fernfeldrand I'o setzen wir an den Einstromungsstellen die freie Anstro-

mung, das heifst
V =Vso (Cf)s(a)) auf I'
sin(a) o

Iy :={z€lx| n(z)- (cos(av),sin(a))? < 0} .

Voo beschreibt die Geschwindigkeit der freien Anstromung. Auf dem Fliigelprofil setz-
ten wir die No-Slip Bedingung

0=wv-n(z) auf Ty, .

Fiir eine Losung y* der Navier-Stokes Gleichungen kénnen wir die aerodynamischen
Beiwerte ¢y fiir den Widerstand und ¢; fiir den Auftrieb berechnen. Fiir die Beiwerte
gilt die Gleichung

T = o / (pn—7n) - ds (5.1)

mit der Konstanten Cy, = %VpooMgol. [ ist die Referenzlange des Fliigels, Mo, die
Machzahl am Fernfeldrand und p der Druck am Fernfeldrand. Fiir 14 = (cos(a), sin(a))”
und 1 = (—sin(a), cos(a))? bekommen wir den Widerstands- und Auftriebsbeiwert.

Die Navier-Stokes Gleichungen werden in Padge mit Hilfe eines nichtlinearen Losers
gelost. Das Residuum

R:R™ xR" - R™ (Residuum)

berechnet die Navier-Stokes Gleichungen auf dem Stromungsgebiet. In diesem Fall
ist R(z,y) = Nv(z,y). In dem Residuum R(y,z) bezeichnen wir mit x € R™ die
Parametrisierung des Fliigelprofils. In unseren Tests benutzen wir fiir das Profil die
,Freenode Parametrisierung, bei der wir jeden Punkt p auf dem Profil frei bewegen
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5. Verifikation des differenzierten Codes

kénnen. y beschreibt den Zustand des Systems. Die Jacobi-Matrix von R nach y ist
in Padge durch

J:R™ x R" — R™*™ (Jacobi)
definiert. Zusammen beschreiben sie das Update im Status y als Newton-Schritt

Y1 = Yk — I (yk, ) R(ys, 2). (5.2)

Fiir die Funktionen R und J kénnen wir mit dem differenzierten Code die Ab-
leitungen nach y und x berechnen. Die Tests filhren wir mit den zwei Funktionen
fr(y,z) = |R(y,2)||3 und f;(y,z) = ||J(y,z)||% durch. Mit |-||» kennzeichnen wir
die Frobenius-Norm einer Matrix. Die Validierung unserer Ableitungen durch die Fi-
niten Differenzen kénnen wir mit diesen zwei Funktionen durchfiihren.

In den Abbildungen 5.3 und 5.4 wurde fiir fg und somit fiir das Residuum R
die Ableitung nach y und x gebildet. Fiir beide Ableitungen sicht man die erhoffte
V-Kurve sehr deutlich. Der Unterschied der Gradienten

9IRl; o|Rl;

Vfr= o

und Vfr =

betrigt fiir den Vorwérts- und Riickwirtsmodus 1076, Deshalb kann man fiir die
zwel Kurven keinen Unterschied erkennen.

Fiir die Jacobi-Matrix ergibt sich dasselbe Bild. Die Gradienten

_ g
dy

a3
Ox

Vi und Vf; =
wurden fiir die verschiedenen Methoden miteinander verglichen. Die Abbildungen
5.5 und 5.6 stellen diesen Vergleich dar. Hier kann man auch keinen Unterschied
in den beiden Kurven erkennen, da die Differenz zwischen dem AD Vorwérts- und
Riickwirtsmodus kleiner als 10713 ist.

Fiir J und R haben wir somit die Ableitungen durch AD verifiziert. Nun wollen wir
noch die Validierung des Updateschritts in (5.2) und der aerodynamischen Beiwerte
durchfithren. Der Widerstandsbeiwert ¢y hdngt durch seine Definition von der Losung
y* der Iteration (5.2) ab und von dem Rand T, damit auch von z. Wir kénnen
deshalb ¢; in Abhéngigkeit von x und y schreiben. Die Lésung y* hiangt wegen der
Parametrisierung des Randes I',, durch x auch von z ab.

In dem Test wurde deshalb nur nach dem Parameter x differenziert. Das Ergebnis
fiir die Testfunktion f(z) = Cy(z) ist in der Abbildung 5.7 dargestellt. Hier haben
wir nur den AD Vorwértsmodus betrachtet. Wir sehen, dass die Ableitung wegen der
V-Kurve korrekt ist.
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Abbildung 5.3.: Finiten Differenzen gegen AD Vorwérts und Riickwérts fiir das Resi-
duum der diskretisierten Navier-Stokes Gleichungen in Padge nach y
abgeleitet. Die beiden Kurven iiberlagern sich.
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Abbildung 5.4.: Finiten Differenzen gegen AD Vorwérts und Riickwérts fiir das Resi-
duum der diskretisierten Navier-Stokes Gleichungen in Padge nach x
abgeleitet. Die beiden Kurven iiberlagern sich.
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Abbildung 5.5.: Finiten Differenzen gegen AD Vorwérts und Riickwirts fiir die Jako-
bimatrix der diskretisierten Navier-Stokes Gleichungen in Padge nach
y abgeleitet. Die beiden Kurven iiberlagern sich.
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Abbildung 5.6.: Finiten Differenzen gegen AD Vorwérts und Riickwarts fiir die Jako-
bimatrix der diskretisierten Navier-Stokes Gleichungen in Padge nach
x abgeleitet. Die beiden Kurven iiberlagern sich.
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Abbildung 5.7.: Finiten Differenzen gegen AD Vorwiérts fiir den Widerstandsbeiwert
nach einem vollen Padge-Durchlauf.
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6. Berechnung des Prakonditionierers

in Padge
Das Ziel dieser Arbeit ist es den Prakonditionierer fiir das One Shot Verfahren in
Padge bereit zu stellen. Deshalb geben wir in diesem Kapitel nochmal eine Ubersicht

aller Formeln, die wir fiir die Berechnung des Prakonditionierers benotigen. Danach
wird die Implementierung in Padge beschrieben.

Fiir den Prékonditionierer B haben wir in (3.6) die Formel

1
B:= —-V,.L* (6.1)
o
erhalten. o wurde in Satz 3.7 als
(14 55)?
c=(1—-p)— —="— 6.2
R (62

definiert. Da wir die Hessematrix V,, L% vermeiden wollen, ndhren wir B mit einem

BFGS Update an. Das Update fiir B~! wurde in (3.7) als

1

Hi=(1 - TkAukRz)Hk(I — TkRkAUZ) + rkAukAug mit r = ST (6.3)
Ry Auy,
beschrieben. Ry wurde durch
Ry, = VuLa(yk‘a ks g + AUk;) - VULa(yka Ak Uk) (64)

definiert. Der Gradient von der erweiterten Lagrangefunktion L® hat die Form
VL = aAy" G, + BANTN,, + N, . (6.5)
Die Koeffizienten o und g in (6.2) und (6.5) wurden im Satz 3.8 als

2 0
5 3 o INI3B0 §8)

\/92 +3H||jéyuH||§ (1-p)2+ % ”GUHg( - gﬁ)
ullz

(6.6)

definiert. Als letztes fehlen noch die Skalare p, 6, 1 = ||Gyll, und v = || Ny, die in
dem Abschnitt 3.4 definiert wurden. Die Updates haben die Form
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mit 7 € (0,1).

_ | Ayl
Pk+1 = m&X{ HAyk 1” 77'Pk}7

AN Aypyr — Ayl A |
[N

k1 = Max Mruk und
[Ayklly

0k+1 = max{ ) Tek}v

o I,
i ANl

Fiir die Berechnung der Funktionen brauchen wir in Padge eine Formulierung fiir
den verschobenen Lagrangeterm N(y, A\, u). Da dieser Term sich aus f und G zu-
sammensetzt, haben wir in Padge drei Funktionen implementiert, die f(y,u), G(y, u)
und N (y, A, u) berechnen. In Abbildung 6.1 werden die drei Funktionen dargestellt.
u kommt in den Funktionen als Argument nicht vor, da es sich um die Parametri-
sierung des Flugzeugrandes handelt, gibt es in Padge noch nicht die Moglichkeit die
Parametrisierung als Vektor zu iibergeben. Deshalb miissen Anderungen fiir u vor
dem Aufruf einer Funktion durchgefiihrt werden.

Bevor wir angeben, in welcher Reihenfolge wir die einzelnen Terme berechnen,
miissen wir uns noch anschauen, wie wir in (6.5) den Term A)\TNyu auswerten.
Dazu bilden wir im ersten Schritt den Gradienten

und die Hessematrix

N, y
VN = | N, | € RMTm+n
Ny
Nyy NyA Nyu
VQN — N)\y N)\)\ N)\u c Rm+m+n><m+m+n

Nuy Nu)\ Nuu

von N. In (1.7) haben wir fiir einen AD Riickwértsvorwértsschritt die Gleichung

- %m dzx

2 T T
- [df.] g+ﬁ§

fiir die Berechnung der zweiten Ableitung. In dieser Gleichung wurde y = f(x) ver-
wendet. Fiir die Identitdt f = N bekommen wir fiir die Parameter die Identitat

(y, A\, u) = z und fiir die Ergebnisse w = y. Damit ergibt sich die Gleichung
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template <int dim> VECTOR UserProblem<dim >::calculate G (VECTOR &y) {
ProblemType& op = status—>equation operator;

// calculate residual

op.flag recompute () ;

op.compute residual(y);

VECTOR& residual op.get residual();

// calculate the jacobian
op.flag recompute Jacobian();
MATRIX& jacobi = op.NegativeJacobian(y);

// calculate d
VECTOR d(residual); // clone the wvector
petsc_solve(jacobi, residual, d, 1e—80);

// return y + d not y — d because we calculate the mnegative jacobian
return y + d;

}

template <int dim> BASE TYPE UserProblem<dim >::calculate f(VECTOR &y) {
std : : map<typename ForceCoefficients <dim>::Type,BASE TYPE> values;
this—>force coefficients—>evaluate (xPrimal:: discretization.dof handler,
this—mapping. collection , Primal:: discretization .quadrature. face
valueG, values);

// return values[ForceCoefficients <dim>::lift force/[;

return values|[ForceCoefficients <dim>::drag force];
}

template <int dim> BASE TYPE UserProblem<dim >::calculate N (VECTOR &y,
VECTOR &lambda) {
VECTOR g = calculate G(y);

BASE TYPE f = calculate f(y);

return f + g x lambda;

}

Abbildung 6.1.: Funktion fiir die Berechnung des verschobenen Lagrangeterms in Pad-
ge
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Y
(7, \, 1) = | V2N [ A w+ VN .
i

Wenn wir w auf 0 setzten erhalten wir einen Ausdruck fiir die Hessematrix von N

32 Nyy  Nyx Nyu y
A =w Ny Nax Na | | A
'l;i Nuy Nu)\ Nuu U

Wir miissen jetzt entscheiden, wie wir die Parameter w, g, A und @ wiéhlen, um den
Term AAT Ny, zu berechnen. Durch die Wahl von w = 1 und (g, A\, ) = (AA\,0,0)
erhalten wir

?.j Nyy A
A = [ Ny AN
u Nuy AN
In der dritten Komponente steht die Gleichung @ = N,yA\X. Da die Hessematrix
symmetrisch ist, muss gelten, dass Ng;/ = Ny, ist. Damit erhalten wir die Gleichung
ul = ANTN,,

und somit wissen wir nun, dass wenn wir u als aktive Variable behandeln und g = A\
setzten, dass nach einem AD Riickwirtsvorwirtslauf in @ das Ergebnis von A)\TNyu
steht.

Um zu verdeutlichen, wie man mit DCO die Ableitungen berechnet, geben wir nun
fiir die Berechnung von AA'N,,, den Code an. In der Abbildung 6.2 sehen wir, wie
zuerst u als aktive Variable gesetzt wird. Danach wird y als aktiv registriert und wir
setzten g auf AX. Nach der Berechnung von N kénnen wir uns von DCO die Ableitung
ausgeben lassen.

In der Tabelle 6.1 ist nun Angegeben, wie wir den Prékonditionierer B in Padge
berechnen. Unter Berechnung steht jeweils die Anweisung, die wir in Padge durch-
fiirhren. Die Terme auf der linken Seite werden gesetzt. Die Spalte AD Variablen be-
schreibt welche Variablen wir aktiv setzten, um fiir diese Variablen die Ableitung zu
berechnen. Sie enthélt auch die Information iiber die Werte, die wir fiir die Vorwérts-
und Riickwértsvariablen setzten. In FErgebnis stehen die Zuweisungen, die wir aus
dem AD lauf bekommen. Die letzte Spalte Gleichung beschreibt die Formel, die wir
in dieser Zeile berechnen.

Wir haben nun alles Implementiert, was wir fiir die Berechnung des Priakonditio-
nierers benotigen.
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template <int dim> BASE TYPE UserProblem<dim>::eval N uy (...) {
dco::t2s als::global tape = dco::t2s_ als::tape::create(le8);

// register u // pseudo code u is no vector
for(int i = 0; i < u.size(); ++i) {

dco::t2s als::global tape—>register variable(u(i));
}

// register y and set y dot to delta lambda

for(int i = 0; 1 < y.size(); ++i) {
dco::t2s als::global tape—>register variable(y(i));
dco::t2s als::set(y(i), yBar(i), 0, 2);

}

BASE TYPE w = calculate N(y, lambda);

// set w bar to 1
dco::t2s als::set(w, 1.0, —1);

dco::t2s als::global tape-—>interpret adjoint();
// get y dot bar which is Delta lambda~T N_{yu}
for(int i = 0; i < y.size(); ++i) {

dco::t2s als::get(y(i), yDotBar, —1, 2);
}

}

Abbildung 6.2.: Die Berechnung von w = A)\TNyu mit DCO. Es werden y = A\ und
w = 1 gesetzt.
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7. Zusammenfassung und Ausblick

Das Ziel dieser Arbeit ist es den Prakonditionierer auf der Basis von Padge bereitzu-
stellen.

Die ersten zwei Kapitel dienten nur zur Einarbeitung in die verwendeten Hilfsmittel
und sind aus den angegeben Quellen erstellt worden. Das erste Kapitel nimmt eine
besondere Rolle ein, da es die Kernmethodik darstellt, die wir zum Ableiten verwendet
haben, deshalb lag dort ein grofser Fokus.

Das dritte Kapitel war auch nur eine Zusammenstellung aus den angegebenen Quel-
len und diente dazu alle Voraussetzungen fiir die Berechnung des Prakonditionierers
darzustellen. In der Literatur war dafiir alles vorhanden, wir mussten nur fiir die
Approximation von |Gyl und || Ny,||, eine Moglichkeit finden.

Fiir die Ableitung eines Codes kann man keine Anleitung fiir alle méglichen Pro-
bleme schreiben. Das Einzige, an das man sich halten kann, sind Richtlinien. Diese
Richtlinien helfen jedoch nicht bei den meisten Problemen, die bei der Differentiation
von Padge und deal.Il aufgetreten sind. Wir konnten vorher nicht absehen welche
Probleme auftreten werden, da der Code fiir uns vollkommen fremd war.

Der Weg unserer Bemiihungen wurde in Kapitel 4 dargestellt und der erfolgrei-
che Abschluss in Kapitel 5. Damit wurden alle Voraussetzungen geschaffen um den
Priakonditionierer fiir die One-Shot Optimierung zu berechnen.

Als néchsten Schritt kann man Padge seine Fahigkeit auf mehreren Rechnern zu
rechnen zuriickgeben. Da man hierfiir die Ableitung von MPI braucht, muss man MPI
mit DCO ableiten. Die Programmierer von DCO arbeiten zurzeit an dieser Ableitung,
sodass man in nichster Zeit Padge auf mehreren Rechnern rechnen lassen kann.

Ein anderer Schritt ist die Einfiihrung von Templates in den Page Code. Bisher
haben wir ,nur”“ den Rechentypen global getauscht und dadurch deal.Il bzw. Padge
differenziert. Damit wurde aber ein grofser Schritt fiir die Einfiihrung von Templates
in die Klassen getan.
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A. Anhang

Satz A.1
Es sei A € R™™ eine beliebige Matriz. Dann gilt fir die Spektralnorm ||-||, von A

14113 = [[AA™],
Beweis. Die Spektralnorm von A ist definiert durch
HAHQ = )‘max(ATA)-

Da AT A eine reelle symmetrische Matrix ist, existiert die Eigenwertzerlegung von
ATAin ATA = GAGT. G € R™ ™ ist eine Orthogonale Matrix, d.h. es gilt GTG = I.
A € R™X™ ist eine Diagonalmatrix mit den Eigenwerten von A” A auf der Diagonalen.
Da die Eigenwerte fiir &hnliche Matrizen gleich sind, erhalten wir fiir die Spektralnorm

JA]3 =Amax(ATA) = Apax (GAGT) = Apax(A).

Fiir die Spektralnorm von AAT bekommen wir

| AAT]|, =/ Aax((AAT)T AAT)

((
=/ Amax(AAT AAT)
_\/ Amax(GAGTGAGT)

)\max(AQ)
:)\max(A)
=l 4]3-
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